RELACIONET

1. RELACIONI BINAR

Pérkufizimi 1. Le té jené A,B dy bashkési té ¢farédoshme. Cdo nénbashkési e
bashkésisé AxB éshté relacion binar i bashkésisé A né
bashkésiné B. Simbolikisht relacionin do ta shénojmé me p.

Shembulli 1. Le té jené A={1,2,3},B ={a,b}.
Cilat nga bashkésité
X ={(1,h),(La),(2,a)}, Y ={(1,1),(1,2),(1,3)}, Z={(1,a),(3,3)}
paragesin relacion binar té bashkésisé A né bashkésiné B?
Zgjidhja.
Sé pari caktojmé AxB={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}. Prandaj, meqé

XcAxB dhe Yz AxB, Zz AxB pérfundojmé se bashkésia X
paraget relacion binar té bashkésisé A né bashkésiné B.

Nése (a,b)e p themi se a éshté né relacion me bdhe kété mund ta
shénojmé aph.

Nése (a,b) ¢ p themi se a nuk éshté né relacion me b dhe kété mund ta
shénojmé a jopb (apo apb).

Nése shqyrtojmé bashkésité e mésipérme A={1,2,3},B ={a,b} dhe nése
p={(1,a),(2,b),(3,a)} &shté relacion i bashkésis¢ A né bashkésiné B
kemi 1pa,2pb,3pa por 3 jopb,1jop.

Relacioni i bashkésisé A né bashkésiné A quhet relacion né bashkésiné
A

Pérkufizimi 2. Relacioni invers i relacionit p ¢ AxB éshté
bashkésia p™' < Bx A qé jepet me:
p ' ={(b,a)|(@b)ep}

Vérejmé se nése p paraget relacion té bashkésisé A né bashkésiné B

atéheré p' paraget relacion té bashkésisé B né bashkésing A.

Shembulli 2. Le té jené dhéné bashkésité A={1,2,3}, B={2,3} si dhe
relacionet:
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a) p ={(2.2,2.3); b) p, = AxB.

Atsheré p' ={(2,2),(3,2)}; p;' =Bx A
A ekziston relacioni p i cili éshté i barabarté me relacionin invers p'?
Le té jet¢ A={a,b,c,d},B={a,c,d} si dhe relacioni p = {(a, a),(c,c),(d,d)}.
Eshté e qarté se p=p~'.

Shembulli 3. Le té jené dhéné bashkésite A={1,2,3,4},B={2,3,5}. Té
caktohen relacionet:

a) p={(%y):y=x+2| b) p={(xy):x=y-1}
) p={06y):y=x*}

a) Meqgé 3=1+2;5=3+2 pérfundojmé se p={(1,3),(3,5)}.
y X y X

b)) p={(23).(45)}.

c) Meqé Kkatrori i numrave té  Dbashkésiseé @A  &shteé:
1’ =1,2* =4,3* =9,4’ =16 dhe asnjéri nga numrat 1,4,9,16 nuk i takon
bashkésisé B pérfundojmé se p =. Njé gjé e tillé ka kuptim né bazé
té faktit se & < A, VA

Shembulli 4. Esht¢ dhéné bashkésia A={1,2,3,4,5) dhe relacioni

p={(X,y)|y=x+2}. Té caktohen elementet e relacionit
p dhe té paragqitet grafikisht né bashkésing A’.

Zgjidhja.

p={(1,3),(2,4),(3,9)}.
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Shembulli 5. Né bashkésiné A={1,2,3,4,5} relacioni p éshté paraqitur
né ményré grafike. Té caktohen elementet e relacionit p.

Zgjidhja.

Sé pari vérejmé se (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) € p. Por (5,5) ¢ p. Duke pércjellur
shigjetat qé dalin nga elementi 1 vérejmé se (1,2),(1,3),(1,5) € p.

Duke vepruar ngjashém me elementet 2,3,4,5 merret:

2,4)e p,(3,2) € p,(3,4) € p,(4,3) € p,(5,4) € p.

Pérfundojmé se:

p={11),(1,2),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4),(4.3),(4,4),(5,4)}.

Vérejmé se paraqitja né ményré grafike né disa raste té relacioneve mund
té jeté shumé e komplikuar dhe nga njé paraqitje té tillé nuk mund té
vérejmé pothuajse asgjé.

Pér kété arsye e pérdorim paragqitjen matricore té relacioneve:

Shembulli 6. Né bashkésiné A={1,2,3,4,5,6} éshté dhéné relacioni

p={(%y)|x+y>3}.
a) Té caktohen elementet e relacionit té dhéné.
b) Té paraqitet né ményré grafike dhe matricore relacioni p.
Zgjidhja.
a) p=1(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),

(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}..
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b) Paragqiten grafikishik relacionin e dhéné.

NEé vijim le té paragesim né ményré matricore relacionin e dhéné.

A(p) =

— e e = OO
— e e O
—_ e = e =
— e e e e
— e = e e
—_ = = e =

Le té sqarojmé se si éshté plotésuar tabela:
Vérejmé se elementi a; i matricés merr vlerén 1 nése elementi (i, j) € p.

Né t¢ kundértén elementi a; i matricés merr vlerén 0.

P.sh. meqgé (1,1) ¢ p atéheré elementi a, merr vlerén 0. Meqé (1,3)ep

atéheré elementi a , merr vlerén 1.

2. RELACIONI I EKUIVALENCES

Pérkufizimi 1. Le té jeté p relacion binar né bashkésiné X.
1) Relacioni p éshté refleksiv nése xpx, Vx e X.
2) Relacioni p éshté simetrik nése xpy = ypX, VX,y € X.
3) Relacioni p éshté transitiv nése
XpYAYPL= XpZ, VX, Y,Z€ X.
4) Relacioni p éshté jorefleksiv nése
X jopX, VX,e X. ((X,X) & p,VX,e X)

5) Relacioni p éshté antisimetrik nése Xpy A ypX = X=Y.

Shembulli 1. Le t& jet¢ X ={1,2,3}. Atéheré relacioni
,=1{(1,1),(2,2),(3,3)} éshté relacion refleksiv, sepse pér ¢cdo
xe X, (x,x)e p. Por relacionet p ={(1,1),(3,3)} dhe
2, =11,1),(1,2),(2,1),(3,3)} nuk jané relacione refleksive
sepse (né té dy rastet) 2e X por (2,2)¢ p,, (2,2) ¢ p,.
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Shembulli2. Le t& jet¢é X si né shembullin 1. Relacioni
p={(1),1,2),(1,3),(2,1),(3,1),(3,3)} &shté relacion simetrik
(pse?) por relacioni p, ={1,2),(2,3),(3,1)} nuk éshté
simetrik, sepse sipas pérkufizimit té relacionit simetrik
meqé (1,2) € p, do té duhej gé (2,1) € p,, gjé qé shihet qarté
se nuk vlen.

Shembulli 3. Relacioni "<" né bashkésiné e numrave natyroré &éshté
transitiv sepse X<yAy<z=Xx<1z, VX,y,zeN. Por p.sh.
relacioni p, ={(X,y) | X—Y[£1} né bashkésiné Z nuk éshté
relacion transitiv sepse p.sh. pér x=4; y=3;z=2, vérteté
|Xx—y|<1 dhe |y-z|<1 por nuk vlen |[x-z[<1 sepse
|4-3|<1, |[3-1|<1 por nuk éshté e sakté qé |4-2[<1.

Shénimi 1. Duhet té kemi kujdes gjaté shqyrtimit té relacionit refleksiv
dhe jorefleksiv. Nése njé relacion nuk &éshté refleksiv kjo nuk do té thoté
se ai doemos é&shté jorefleksiv. P.sh. né shembullin 1 treguam se
relacioni p, = {(1,1),(1,2),(2,1),(3,3)} nuk éshté refleksiv por relacioni
p, nuk éshté as relacion jorefleksiv. Pse?

Shénimi 2. Po ashtu nése relacioni nuk éshté simetrik, nuk do té thoté
se ai doemos duhet té jeté antisimetrik. P.sh. né bashkésiné
X ={1,2,3,4} relacioni binar p={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1)} nuk éshte
simetrik sepse (1,2) € p por (2,1) ¢ p. Megjithaté relacioni p nuk éshté
as antisimetrik sepse (1,3) € p, (3,1) € p pornuk vlen1 =3.

Shembulli 4. Né bashkésiné N, pérkufizojmé relacionin
pjesétueshmérisé a|b < (3ne N),b=an

“ |II

Relacioni | éshté refleksiv, sepse (VaeN) ala(a=1-a).
Relacioni | nuk éshté simetrik, seps p.sh. 2|4 (4 =2 - 2) por
4 jo|2 (nuk ekziston numri natyror n ashtu qé 2=4n). Por
relacioni | éshté antisimetrik sepse nése a | b dhe b | a
atéheré 3m,ne N |b=am,a=n-b prejnga b=n-b-m, d.m.th.
m-n=1, e kjo ésht¢ e mundur vet¢m nése m=n=1. Pra
a=h.

Relacioni éshté transitiv sepse nése a | b dhe b | c atéheré
dm,ne N|b=am dhe c=bn, prandaj c=amn, pra, ekziston
numri natyror n, =mn ashtu qé c=an,, prandaja | c.



6 RELACIONET

Pérkufizimi 2. Relacioni qé éshté refleksiv, simetrik dhe transitiv quhet
relacion ekuivalence.

Shembulli 5. Né bashkésiné e numrave racional Q éshté dhéné relacioni
p sivijon apb < a-beQ.
Te vértetohet se relacioni p éshté relacion ekuivalence.

Zgjidhja.
Provojmeé vetité 1) - 3) té pérkufizimit 1.

1) apa<>a—-a=0€Q (0 éshté numér racional)

2) apb=>a-beQ=—-(b-a)eQ=b-acQ

3) apbrbpc=a-beQAab-ceQ=(a-b)+(b-c)eQ=a-ceQqQ,
gjé qé duhej treguar.
Le té jeté prelacion i ekuivalencés né X dhe le té jeté x e X.

Bashkésia e té gjitha elementeve y nga X, té cilét jané né relacion p me
elementin x quhet klasé e ekuivalencés e elementit x dhe shénohet me
C

Pra C ={ye X |Xpy}.
Megé Vx e X, Xxpx atéheré xeC,

D.m.th. ¢do element i takon klasés sé vet té ekuivalencés, pra asnjé klasé
e ekuivalencés nuk éshté bashkési boshe.

Tregohet se dy klasé té ekuivalencés ose jané disjunkte ose pérputhen.
Pér kété, relacioni i ekuivalencés e zbérthen bashkésing X né nénbashkési
joboshe disjunkte (klasé té ekuivalencés) unioni i té cilave éshté X. Pra

X =UCX (ose X =U{CX|X€ X})

xeX

Faktor bashkésia éshté bashkésia e klaséve té ekuivalencés.

Shembulli 6. Né bashkésiné Z, relacioni i kongruencés sipas modulit 2
definohet si vijon:
a=b(mod2)< (FkeZ)|a-b=2k.

a) Té vértetohet se relacioni i mésipérm é&shté relacion i
ekuivalencés.

b) Té caktohen klasét e ekuivalencés.

c) Té caktohet faktor bashkésia.
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Zgjidhja.
a) Provojmé vetité 1) - 3) té pérkufizimit 1.
1) VaeZ, a=a(mod2)a—a=0-a=0-2.
2) Va,beZ, a=b (mod2)=3JkeZ|a-b=2k
=>b-a=-2k=b-a=2k, k =—k=Db=a (mod?2).
3) Va,b,ceZ, a=b (mod2)Ab=c (mod2)
=3k,k eZ|a-b=2k,b—c=2k
= (a-b)+(b-c)=2k+2k =>a-c=2(k+k)
=a-c=2k,,k, =k+k =a=c (mod2).
b) Kemi dy klasé té ekuivalencés
C,={2k:keZ}, C ={2k+LkeZ}
sepse
C,={yeZ|y=0(mod2)}
={yeZ|y-0=2k,keZ}
={yeZ|y=2k,keZ}
={2k,keZ}

C,={yeZ|y=1(mod2)}
={yeZ|y-1=2k,keZ}
={yeZ|y=2k+1,keZ}
={2k+LkeZ}

Cfaré ndodhé me C,,C,,...?

¢) Do té shénojmé faktor bashkésiné Z |, -

Atéhers Z |, =1{C,,C,} = {{2k ke Z},2k + Lk € Z} }.

3. RELACIONI I RENDIT]JES

Pérkufizimi 1. Relacioni qé éshté refleksiv, antisimetrik dhe transitiv
quhet relacion i renditjes.

Shembulli 1. Té vértetohet se relacioni "<" i definuar si vijon:
a<be aib,abeN
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éshté relacion i renditjes.
Zgjidhja.
Duhet provuar vetité 1), 3), 5) té pérkufizimit 1 t&é njésisé paraprake.
1) a<aea:a,
2) a<bab<co aibabic=3kk eN|ja=k-bab-k -C
—a=k-k-C=a=k,-C,k,=k-k =a:ic=>a<c.
3) a<bab<a=a:babia=a=kb,b=kakk € N=a=b. Pse?



