ELEMENTE NGA TEORIA E NUMRAVE

AKSIOMA MBI RENDITJEN E MIRE

Aksioma 1. Cdo nénbashkési joboshe S e numrave natyroré e ka elementin mé
té vogel.

Le té shfrytézojmé aksiomén e mésipérme né shembullin vijues.
Shembulli 1. Té vértetohet se né intervalin (0,1) nuk ka asnjé numér té ploté.
Zgjidhja.

Supozojmé té kundértén. Pra, supozojmé se bashkésia S e numrave té
ploté nga intervali (0,1) nuk &éshté boshe.

Tani, meqé S éshté nénbashkési e numrave natyroré, né bazé té aksiomés
mbi renditjen e miré bashkésia S e ka elementin mé té vogél m. Pra, vlen
O<m<1.

Por, gjithashtu pér m té tillé vlen 0<m? <m <1. D.m.th. m?si numér i
ploté éshté element i bashkésisé S .

Kjo d.m.th. se S ka numrin e ploté pozitiv m? gé éshté mé i vogel se
numri mé i vogél pozitiv i asaj bashkésie (e qé éshté m).

Kjo paraget kontradiksion. Pra, mbetet qé S = .

PLOTPJESTUESHMERIA E NUMRAVE TE PLOTE

Pérkufizimi 1. Numri ae pjeséton numrin b nése ekziston numri i ploté Kk i
tillé gé b =a-k.

Pérkufizimi 1 éshté ekuivalent me Pérkufizimin 2.

Pérkufizimi 2. Numri a e pjeséton numrin b nése mbetja qé fitohet gjaté
pjesétimit té numrit a me b éshté zero.

Shembulli 2. Té vértetohet se ¢do numér natyror (né sistemin dhjetor) qé
pérmban vetém shifrat 2 dhe 6 mund té shkruhet né trajtén 4k + 2, pér ndonjé
k numér té ploté jonegativ. Pastaj té tregohet se numri qé ka vetém shifrat 2
dhe 6 nuk mund té shprehet si ndryshim i katroréve té dy numrave natyrore.
Zgjidhja.

Sé pari pérkujtojmé se numri i ¢farédoshém natyror n, né sistemin
dhjetor shprehet si vijon



n=a,-10"+a,,-10"" +..+a,-10+a, 1)
ku a,a,,... jané shifra e njésheve, dhjetésheve, gindésheve etj.
Pra, a,,a,,...,a, €{0,12,...,n}.
P.sh. 927=9-10° + 2-10' + 7,2004=2-10% + 0-10° + 0-10" + 4.

Tani numri natyror qé pérbéhet vetém nga shifrat 2 dhe 6 shkruhet né
formén (1) por né kété rast a,,a,,...,a, €{2,6} .

P.sh.
266626=2-10° +6-10" + 6-10° + 6-10° + 2-10+ 6
apo
6262=6-10°+2-10* +6-10+ 2.

Poashtu vérejmé se numrat 6 dhe 2 jané té trajtés 4k +2, ku k éshté
numér i ploté jonegativ. Pse?

Pra té gjithé numrat a,, k €{0,1,...,n} jané té trajtés 4k + 2.
Atéheré numrin n; e shkruajmeé si vijon:
n=a, 10" +a ,-10""+..+a -10+4a,
=(4k, +2)-10" + (4K, +2)-10"" +...+ (4k, + 2)-10+ (4k, + 2)

=4(k,-10" +Kk, ,-10"" +...+ k, -10+k,) +2-10" + 210" " +...+ 2-10+ 2

n n-1
:4(kn-10”+kn1-10”1+...+k1-10+k0)+2-2(1g 10 +...+%]+2

=4(k,-10" + Kk, ,-10"" +...+k, -10+K,) + 4(2”’15” +2"5 Lt 5)+ 2
=4(A+B)+2=4k+2, ku k=A+B kurse
A=k, -10"+k, ,-10"" +..+k,-10+k,, B=2""5"+2"?5"" 1 +5.

Pra, treguam se numri natyror qé pérmban vetém shifrat 2 dhe 6 mund
té shkruhet né trajtén 4k + 2.

Le té tregojmé tani se numri qé ka vetém shifrat 2 dhe 6 nuk mund té
shprehet si ndryshim i katroréve té dy numrave natyroré.

Supozojmé té kundértén, pra se ekzistojné numrat natyroré m,n té tillé
qé m*—n’=4k+2.



Atéheré
(m-n)-(m+n)=2-(2k +1).

D.m.th. njéri nga numrat m—n dhe m+n éshté cift, kurse tjetri éshté
tek. Por kjo nuk éshté e mundur sepse numrat m-n,m+n jané

njékohésisht ose ¢ift ose tek. Pse?

Pra, supozimi yné na solli né kundérshtim. Me kété kemi pérfunduar
vértetimin.

Le té kthehemi tek plotpjestueshmeéria.

Pohimi 1. Le té jené a,b numra gé plotpjesétohen me d. Atéheré edhe shuma
dhe prodhimi i tyre plotpjesétohet me d.

Rrjedhimi 1. Nése a,b jané numra qé plotpjesétohen me d , prodhimi i tyre
plotpjesétohet me d>.

Shtrohet pyetja. A vlen pohimi i anasjellté?

Pra, nése a+b, a-b pjesétohet me d a do té thoté qé edhe a dhe b
plotpjesétohen me d ?

Le té tregojmé se kjo nuk vlen né rastin e pérgjithshém.

Késhtu pér a=1Lb=9 dhe d=4 kemi a+b=20. Numri 20
plotpjesétohet me 4 por as 11 e as 9 nuk plotpjesétohen me 4.

Ngjashém tregohet pér prodhimin.

P.sh. pér a=8b=9 dhe d =6 kemi a-b =72, 72 plotpjesétohet me 6 por
as 8 e as 9 nuk plotpjesétohen me 6.

Fakti g€ numri a e pjeséton numrin b simbolikisht shénohet a|b. Nése

numri a nuk e pjeséton numrin b simbolikisht shénojmé a | b.

Po ashtu lehté tregohet se vlené:

Pohimi 2. Nése m,n,d jané numra té ploté atéheré:

1) ninm; 2) d|n=ad|an; 3) ad|an,a=0=d|n;

4) 1n; 5) n|l=n=41 6) d|0;

7) 0ln=n=0;

8) Nése d dhe n jané numra té ploté pozitiv dhe d|n atéheré

d<n.
9) Nése a|b dhe b|a atéheré a=h.
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PJESETUESI ME I MADH I PERBASHKET

Mg paré pamé se 4|12. Poashtu 4|24. D.m.th. 4 genka pjesétues edhe i
numrit 12 e edhe i numrit 24. Japim kété pérkufizim:

Pérkufizimi 3. Numri i ploté d éshté pjesétues i pérbashkét i numrave té
ploté a,bnése d |a dhe d |b.

Le té japim kété pérkufizim.
Pérkufizimi 4. Pjesétuesi mé i madh i pérbashkét i dy numrave té ploté a,b

éshté numri mé i madh i ploté d i tillé gé d |a dhe d |b. Simbolikisht shénojmé
d =(a,b).
Pérkufizimi 4'. Numri d éshté pjesétuesi mé i madh i pérbashkét i numrave
a,b nése:

i) dla,d|b;

ii) Nése d,|a dhe d,|b atéheré d,|d.

Né vijim paragesim njé teoremé e cila luan rol té réndésishém né teoriné
e numrave.

Teorema 1. (Algoritmi i pjestueshmérisé) Nése a dhe b,b>0 jané numra té
ploté, atéheré ekzistojné dhe jané té vetém numrat  dhe r gé plotésojné
kushtet:

a=b-q+r,0<r<hb.
NEé kété rast q quhet herési kurse r mbetja qé merret gjaté pjesétimit té numrit
a me b.

Vérejmé se ky rezultat ka dy pjesé. Pjesa e paré éshté EKZISTENCA, kurse
pjesa e dyté éshté UNICITETI.

Po ashtu tregohet se vlen

Teorema 2: Nése a=b-q+r atéheré (a,b)=(b,r).

Le té shohim tani me ané té njé shembulli zbatimin e teoremave té
mésipérme.

Shembulli 3. Njehsoni (8588, 2448).

Zgjidhja.

Pak kush “do té kishte durim” qé té caktoj faktorét e numrave 8588 dhe

2448, e qé pastaj té caktojé faktorét e pérbashkét dhe né fund faktorin mé
té madh té pérbashkét.

Le t&é zbatojmé Teoremén 1.



8588 =2448.-3+1244.
Pra (8588, 2448) = (2448,1244).
E zbatojmé sérish Teoremén 1.
2448=1244-1+1204.
D.m.th. (2448,1244) = (1244,1204).

Vazhdojmé té zbatojmé Teoremén 1:
1244 =1204-1+ 40.
Pra (1244,1204) = (1204, 40).
1204 =40-30+4.
D.m.th. (1204,40) = (40, 4).
40=4-10+0.

Pra (40,4) = (4,0).
Megé (4,0) =4 pérfundojmé se

(8588, 2448) = (2448,1244) = (1244,1204) = (1204,40) = (40,4) = (4,0) = 4.
Pra (8588,2448) = 4.
Po sa éshte (7,8),(3,13)?
Eshté e qarté se vetém numri 1 plotéson kushtet: 1|7,1|8. Pra (7,8) =1.
Ngjashém (3,13) =1.

Pérkufizimi 5. Numrat a,b quhen relativisht té thjeshté nése (a,b)=1.
” g .(ab
Teorema 3. Nése d =(a,b) atéheré (H ,Ej =1

Po ashtu vlejné edhe teoremat vijuese:
Teorema 4. Nése k >0 atéheré (ka,kb) =k(a,b).
Teorema 5. Nése a=hbq dhe b >0 atéheré (a,b) =bh.

Le t&é cekim se kuptimi i pjesétuesit mé t& madh té pérbashkét mund té
pérgjithésohet.

Le té jené a,,a,,...,a, numra té ploté jonegativ me ¢'rast sé paku njéri
prej tyre éshté i ndryshém nga zero.
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Pér numrin mé t€ madh té ploté pozitiv d, i cili éshté pjesétues i té gjithé
numrave a,,a,,...,a, themi se éshté pjesétuesi mé i madh i pérbashkét
dhe shénohet (a,,a,,...,a,).

P.sh. (12,40,48) = 4.

Ngjashém si né rastin me pjesétuesin mé té madh té pérbashkét té dy
numrave, gé té tregojmé se (&,,a,,...,a,) =d duhet té tregojmé se:

iy dla, péri=212..,n;
ii) nése r|a, pér i=12,...,n atéheré r|d.
NEé lidhje me kété japim kété teoremé.

Po ashtu mund té pérgjithésojmé kuptimin e numrave relativisht té
thjeshte.

Le té jené a,,a,,...,a, numra té ploté, ashtu qé sé paku njéri prej tyre té
jeté i ndryshém prej O.

Neése (ai,aj) =1 pér 1<i< j<n themi se numrat a,,a,,...,a, jané dy nga
dy relativisht té thjeshté.

Nése (a,a,,....a,)=1 atéheré numrat a,,a,,....a
thjeshté.

Késhtu numrat 6,11,14,18 jané relativisht té thjeshté (6,11,14,19) =1 por
nuk jané relativisht té thjeshté dy nga dy sepse (6,14) = 2.

. jané relativisht té

SHUMEFISHI ME I VOGEL I PERBASHKET

Pérkufizimi 6. Pér numrin K themi se éshté shuméfish i pérbashkét i
numrave té ploté a,,a,,...,a, nése a,|k,a,|Kk,...,a, |k.

Sikur sé paku njéri prej numrave té ploté a,,a,,...,a, té jeté O atéheré

zeroja éshté shuméfish i pérbashkét i numrave a,, a,,...,a,.

Nése a,,8,,...,8, jané té ndryshém nga zero, bashkésia e shuméfishave té
pérbashkét té tyre pérmban edhe numra natyroré p.sh. numrin

la,-a,-...-a, |.

Si rrjedhim kjo bashkési éshté joboshe.
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Né bazé té aksiomés sé renditjes sé miré, bashkésia e shuméfishéve té
pérbashkét t&é numrave natyroré a,,a,,...,a, ka element minimal té cilin e

quajmé shuméfishi mé i vogél i pérbashkét i numrave a,,a,,...,a, dhei
cili simbolikisht shénohet [a,,a,,...,a,].

Pérkufizimi 7. Shumeéfishi mé i vogél i pérbashkét i numrave té ploté
a,,8,,...,a, quhet numri natyror m i tillé gé:

i) a|m,a,|m,..,a,|m
ii) Nése ne N dhe a |n,a,|n,...,a, |n atéheré m<n.

Né lidhje me shuméfishin mé té voggl té pérbashkét vlejné teoremat
vijuese:

Teorema 6. Nése m=[a,,a,,...,a,] dhe n cilido shuméfish i pérbashkét i

numrave a,,8,,...,a, atéheré m|n qgé d.m.th. se té gjithé shuméfishét e

n

pérbashkét té numrave a,,a,,...,a, jané té trajtés m=n-q,q € Z.

Teorema 7. Le téjené a,b numra té ploté. Vien (a,b)-[a,b]=|a-b|.

LEMA E BEZOUT

Né vijim do té vértetojmé njé pohim qé luan rol té réndésishém né
teoriné e numrave.

Pohimi 3 (Lema e Bezout) Le té jeté d =(a,b). Ekzistojné numrat e ploté
m,n té tillé gé

m-a+n-b=d.

Pohimi 4. Numrat a,b jané relativisht té thjeshté atéheré dhe vetém atéheré
nése ekzsitojné numrat e ploté X,y té tillé gé

ax+by=1.

Teorema 8. Le t¢ jené a,beN|(a,b)=1. Le té jeté weNashtu gé w|ab.
Atéheré ekzistojné dhe jané té vetém u,v e N té tillé g¢ u|a,v|b dhe o =u-v.

NUMRAT E THJESHTE

Pérkufizimi 8. Numri i ploté mé i madhé se 1 qé nuk ka pjesétues tjeré pérveg
numrit 1 dhe vetvetés quhet numér i thjeshté.
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Pra, numrat 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19 jané numra té thjeshté.

Pérkufizimi 9. Numri i ploté, jo i thjeshté dhe mé i madh se 1 quhet numér i
pérbére.

Numri 1 nuk éshté as numeér i thjeshté e as numér i pérbéré.

Le té pérkujtojmé se numrat ¢ift mund té paraqiten né formén a =2k ku
k € Z kurse numrat tek paraqgiten né formén b =2k +1 (ose b =2k -1)

kukeZ.

Shtrohet pyetja. A ekziston formula e pérgjithshme pér té caktuar
numrin e n-té té thjeshté?

Pérgjigja éshté se deri mé tani nuk dihet njé formulé e tillé dhe “mbase
me gjasé njé formulé e tillé éshté e pamundshme”. Ajo gé mund té b&jmé
éshté té gjejmé numrat e thjeshté mé té vegjél se numri i dhéné n. Pér
kété e pérdorim Skemén e Eratostenit (Eratosthenue 276 p.e.s - 194 p.e.s).

Skema e Eratostenit

Skema e Eratostenit éshté njé metodé pér té caktuar numrat e thjeshté
mé té vegjél (ose baraz me numrin e dhéné n). Kjo kryhet duke u bazuar
né hapat vijues.

Hapi1l. Shkruajmé té gjithé numrat prej 1 deri né n.
Hapi 2. Eliminojmé numrin 1 (sepse nuk éshté numér i thjeshté).

Hapi3. Numri i paré i thjeshté éshté numri 2. Té gjithé shuméfishét e
numrit 2 eliminohen nga lista, pra eliminohen 4, 6, §, 10,...

Hapi4. Vazhdojmé (kthehemi) tek numri i paré i listés i cili as nuk
éshté eliminuar e as nuk éshté vendosur né rreth, ky numér do
té jeté i thjeshté, késhtu qé eliminojmé té gjithé shuméfishat e
atij numri.

Shénim. Disa shuméfisha mbase mé paré mund té jené eliminuar.

Hapi 5. Pérséritet hapi 4 gjersa ¢do numér né listé té jeté i vendosur né
rreth ose té jeté eliminuar.

Pas kryerjes sé kétyre hapave, e numrat e thjeshté mé té vegjél ose baraz
me 1 jané numrat e vendosur né rreth (numrat qé nuk jané eliminuar).

Le té provojmé skemén e Eratostenit né shembullin vijues:

Shembulli 4. Té caktohen té gjithé numrat e thjeshté mé té vegjél ose baraz me
100.

Zgjidhja.

Le té shkruajmé numrat prej 1 deri né 100.
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Numri 2 éshté i thjeshté. Le té i vendosim rrethin né té. I eliminojmé té
gjithé shuméfishét e numrit 2. Vazhdojmé me 3 qé éshté numér qé nuk
éshté as i vendosur né rreth e as i eliminuar. Numri 3 éshté i thjeshté. E
vendosim né rreth dhe eliminojmé té gjithé shuméfishét e tij. Ngjashém
veprojmé me numrat 5 dhe 7. Numri né radhé i thjeshté éshté 11. E
vendosim né rreth. Nése provojmé té eliminojmé shuméfishét e numrit
11 do té shohim se té gjithé tashmé jané eliminuar. E njéjta vlené pér té
gjithé numrat e mbetur.

Pra, numrat e thjeshté mé té vegjél se 100 jané
2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73,
79, 83, 89, 91, 97.

Shtrohet pyetja:
A éshté i fundém apo i pafundém numri i numrave té thjeshté?
Pérgjigjen e ka dhéné Euklidi, para mijéra vitesh.

Teorema 9 (Teorema e Euklidit) Ekzistojné pafundésisht shumé numra té
thjeshté.

Para se té vértetojmé kété teoremé do té paraqgesim dy pohime
ndihmése:
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Pohimi 5. Numri i ploté n>2 éshté i pérbéré, atéheré dhe vetém atéheré nése
ekzistojné numrat e ploté a,b té tillé g¢ n=a-b,1<a<nl<b<n.

Pohimi 6. Nése n>1,ekziston numri i thjeshté p i tillé g¢é p|n.

Le té vértetojmé né vijim teoremén e Euklidit.

Supozojmé té kundértén, pra se bashkésia e numrave té thjeshté éshté e
fundme. Le té jeté ajo

P={p,=2,p,=3,p;=5,....,p,}
Le t& jet¢é N=p-p,-...p,+1 pra numrat e bashkésisé P jané
shumézuar mes veti, dhe prodhimit té tyre i éshté shtuar numri 1.

Té kujtojmé se prodhimi i tillé éshté i mundshém, sepse kemi té b&mé
me bashkési t& fundme numrash.

Né bashkésiné e pafundme té numrave nuk do té€ mund té kryenim
shumézimin né ményrén e mésipérme.

Eshté e qarté se numri N éshté mé i madh se secili prej numrave
Pis Pys Pasees Py, pPra N éshté i ndryshém prej té gjithéve.

Meqgé bashkésia P &éshté bashkésia e té gjithé numrave té thjeshté,
atéheré numri N nuk mund té jeté i thjeshté.

Pra, mbetet gé¢ numri N té jeté numér i pérbéré.

D.m.th. N ka faktoré té thjeshté. Ky faktor i thjeshté duhet té jeté
element i bashkésisé P, pra duhet té jeté njéri nga elementet p;, p,,..., P, -

Le té themi se p, éshté faktori i thjeshté i numrit N. Por kjo paraget

kontradiskion sepse N nuk plotépjesétohet me p;.
Njé pyetje qé ende vazhdon té kérkojé pérgjigje éshté nése numrat
2-3:5....-p+1
jané kryesisht té thjeshté ose té pérbéré:
P.sh. numrat
2:3+1=7,2-3-5+1=31, 2-3-5:7+1=211, 2-3-5-7-11+1=2311
jané numra té thjeshté por numri
2-3-5-7-11-13+1=30031
éshté i pérbére.

Vértetojmé tani pohimin vijues.
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Pohimi 7. Cdo numér i pérbéré n ka faktor té thjeshté p>1, i cili éshté mé i
vogél ose baraz me Jn.
Vértetimi.
Numri #n mund té shkruhet né trajtén n=p,-p,. Supozojmé té
kundértén, pra se p, > Jn dhe p, > Jn . Atehers

n=p,-p,>n-/n=n
qé éshté kontradiksion.
Pra, sé paku njéri nga faktorét p,, p, éshté mé i vogél se +/n .
Me fjalé té tjera nése n nuk ka faktor té thjesht mé té vegjél ose baraz me
Jn atéheré n éshté i thjeshte.

Shembulli 5. Té caktohet numri p, nése dihet se numrat p,p+2,p+4 jané
numra té thjeshté.

Zgjidhja.
Megé numrat p,p+1 p+2 jané tre numra té njépasnjéshém, mbetet qé

njéri prej tyre té plotpjesétohet me 3.

Sikur p+1 té plotpjesétohet me 3 atéheré p+4=(p+1) +3 plotpjesétohet
me 3, pra nuk éshté numér i thjeshté.

Sikur p+2 té plotpjesétohet me 3, atéheré ai nuk do té ishte ithjeshté.

Mbetet gé p té plotpjesétohet me 3, e kjo éshté e mundur vetém nése
p =3, sepse né té kundértén p do té ishte numér i pérbéré.

TEOREMA FUNDAMENTALE NE ARITMETIKE

Pohimi 8. Nése a|b-c dhe (a,b) =1 atéheré a|c.
Pohimi 9. (Lema e Euklidit). Nése p éshté numér i thjeshté dhe pla-b,

atéheré pla ose p|b.

Rrjedhimi 2. Le té jené a,,a,,...,a, numra té ploté t¢ ndryshém nga O dhe 1.
Nése p éshté numér i thjeshté dhe pla,-a,-...-a, atéheré p|a, pér ndonjé
m,l<m<n.

Rrjedhimi 3. Nése p,, p,,..., P, jané numra té thjeshté dhe p|p,-p,-...- P,
atéheré p=p; pér ndonjé i,1<i<n-1.
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Teorema 10. (Teorema fundamentale né aritmetiké). Cdo numér i ploté
n>1 mund té shprehet né formén

N=1Dp;-Py-...o P

pér ndonjé numeér té ploté s, ku p,,i€{l,2,...,S} jané numra té thjeshté, dhe kjo
paraqitje éshté e vetme deri né renditjen e numrave té thjeshté.

Pér shembull numri 360 mund té paragqitet si vijon
360=2-2-2-3-3.5. 1)
Fakti se numri 360 mund té paraqitet edhe né format:
360=2-3-2-3-2-5
360=5-2-3-2-3-2

e arsyeton até qé e cekém se paragqitja éshté e vetme duke mos pasur
parasysh renditjen.

Nése i referohemi relacionit (1) atéheré numrin 360 mund ta paragesim
né trajtén 360=2°-3*-5,

Né pérgjithési, nése n>1 numri natyror n mund té paragqitet né trajtén:
n= pla1 ’ pzaz ‘----psasi (2)
pér s=1 ku p, <p,<..<p, dhe g 2L VielN.

Shprehja (2) mund té paragqitet né trajtén:

n= H P
i1

Pohimi 10. Nése zbérthimi kanonik i numrit a éshté a=p, - p,

az

D pk
atéheré té gjithé pjesétuesit e numrit a jané numrat d = p/* - p,> ... p* ku
B eZ,i=12,...k tétillé g¢ 0< f <e,,i=1,2,...,k.

g

Shembulli 6. Té caktohen pjesétuesit e numrit 72.

Zgjidhja.

Meqé 72=2°-3 atéheré né bazé té pohimit 2, pérfundojmé se
pjesétuesit e numrit 72 jané numrat d=2%.3%, ku 0<p, <3 dhe
0<p,<2. Pra £,=0123,=012.

Pér 5,=0,8,=0,d=2"-3=1.
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Pér f,=14,=0,d=2"-3"=2.

Pér f,=2,8,=0,d=2*.3=4.

Pér §,=3,4,=0,d=2°.3"=8.

Ngjashém kryhen edhe njehsimet tjera.

Pra, pjesétuesit e numrit 72 jané: 1,2,3,4,6,8,9,12,18, 24,36, 72.

Shembulli 7. Té caktohen té gjithé numrat natyror n pér té cilét numri
N? + 6N+ 646 éshté katror i njé numri natyror.

Zgjidhja.
Le t& n?+6n+646=m°. Atéheré n’+6n+9+637=m’. D.m.th.
m? —(n+3)* =637, pérkatésisht (m-n-3)-(m+n+3)=91.7.

m-n-3=7

Merret sistemi . Pse?
m+n+3=91

Duke mbledhur ané pér ané té dy barazimet e sistemit t&€ mésipérm
merret m=49. Pra (n+3)° =49° -637 = n=239.

Pérfundojmé se n=39 &shté numri i vetém natyror pér té cilin shprehja
n?+6n+ 646 éshté katror i njé numri natyror.

Shembulli 8. Le té jeté t(n) numri i pjesétuesve té numrit n (kétu pérfshihen
edhe 1 dhe n). Té caktohet numri mé i vogél natyror n pér té cilin vlen
t(n) =1(2004) .

Zgjidhja.

Sé pari do té paraqesim disa sqarime. Le té shqyrtojmé pér shembull

numrin 24. Provohet lehté se pjesétuesit e numrit 24 jané: 1, 2, 3, 4, 6, §,
12, 24. Pra 1(24) =8. Nése shqyrtojmé numrin 30, atéheré pjesétuesit e

numrit 30 jané 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30. Pra t(30) =8.
Pra, vérejmé se t(24) =1(30) =8, por 24 éshté mé i vogél se 30. D.m.th. 24
éshté numri mé i vogél natyror ni tillé qé t(n) =8.

Por pér té pércaktuar numrin e pjesétuesve té “numrave té médhenje”
nuk éshté detyré e lehté.

Né vijim do té shohim njé metodé pér té pércaktuar numrin e
pjesétuesve té numrit té dhéné.
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Pérkujtojmé se ¢do numeér natyror n, mund té shkruhet né ményré té
vetme né formén n=p-p,e ... p, kua p,p,,.., p, jané numra t&
thjeshté té ndryshém mes veti, kurse k,k,,...,k jané numra natyror.
P.sh. 120=2.2-2-3-5=2°-3.5;360=2°-3?-5.
Késhtu nése p éshté numér i thjeshté atéheré pjesétuesit e numrit
p“.keN jané: 1 p,p?,..,p“" p", pra gjithsejté jané k+1 pjesétues té
numrit p*. D.m.th. ©(p*)=k+1.
Atéheré meqé n=p* - p, ... p* do té kemi
)=k +D-(k, +D-...-(k, +1) .
Tani meqé 2004 =2*-3-167 kemi
1(2004) =(2+D)-(1+1)-(1+D=3-2-2=12.
D.m.th. numri 2004 ka gjithsejté 12 pjesétues. Detyra e joné éshté qé té
caktojmé numrin mé té vogél natyror qé ka 12 pjesétues, pra qé t(n)=12.
Meqé 12=1.12=2-6=3-4=4.3=6-2=2-2-3=3-2.2=2-3-2 atéheré
numrat qé kané 12 pjesétues jané té trajtave vijuese:
p™.pa®, p’, p°a”, p°q, par®, par, pg*r . Pse?
Numrat mé té vegjél té kétyre trajtave jané:
24,2.3°,22.3%,2°.3,2°.32.3-5%,2°-3-5,2- 3 - 5, pérkatesisht
2048, 486,108, 72,96,150,60,90.

Pérfundojmé se numri mé i vogél natyror me 12 pjesétues qenka numri
60.
Shembulli 9. Le té jené dhéné numrat 2, 2% 28 24 . 2%008 2204 " A wnund

ndahen kéta numra né dy bashkési pa elemente té pérbashkéta, ashtu qé shuma e
numrave né njérén bashkési té jeté e barabarté me shumén e numrave né
bashkésiné tjetér?

Zgjidhja.
Supozojmé se njé ndarje e tillé e numrave té dhéné éshté e mundur.

Le té shénojmé me S shumén e elementeve né ciléndo bashkési (S do té
jeté edhe shuma e elementeve té bashkésisé tjetér).

Qarté se S éshté numeér cift sepse fitohet si shumé e numrave cift (secili
nga numrat 2",n€l2,...,2004 &shté cift).
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Né anén tjetér 2S =2+ 2%+ 2° +...+ 2%,
D.m.th. S =1+2+2%+..+ 272,

Pra, S na paraqitet té jeté numér tek. Pse? Por, mé sipér pamé se S éshté
numér ¢ift. Pra, kemi arritur né kontradiksion. D.m.th. supozimi yné
genka i gabuar. Me fjalé té tjera, numrat e dhéné nuk mund t€ ndahen né
dy bashkési me vetiné qé té kené shumén e njéjté.

Shembulli 10. T¢ vértetohet se numri i ploté i trajtés 4k +2 nuk mund té
jeté katror i njé numri té ploté. Pastaj té tregohet se shuma e katroréve té dy
numrave tek nuk mund té jeté katror i njé numri té ploté.

Zgjidhja.
Tregojmé sé pari pjesén e paré té detyrés té cilén do ta zgjidhim me dy
ményra.

Meényra e paré. Eshté e qarté se numri 4k + 2 nuk mund té jeté katror i njé
numri té ploté tek sepse 4k + 2 éshté numeér ¢ift kurse katrori i njé numri
té ploté tek éshté numér tek.

Le té tregojmé se 4k + 2 nuk mund té jeté as katror i njé numri té ploté
cift.

Supozojmé té kundértén, pra se 4k +2=(2s)?,seZ.

Atéhers 4k+2:452:>2:4(52—k):>%:52—k, gj¢ qé nuk éshte e

mundur sepse né anén e majté kemi numeér té rregullt racional e né anén
e djathté kemi numér té ploté.

Pra, supozimi yné genka i gabuar. Pérfundojmé se 4k +2 nuk mund té
jeté katror i njé numri té ploté cift.

Meényra e dyté. Pér n - cift, pranése n=2k atéheré n® =4k>.
Nése 1 - tek, pra nése n=2k +1 atéheré n” =4k(k +1)+1.

Pra, kur katrori i njé numri n pjesétohet me 4 jep mbetjen 0 (nése n - cift)
dhe 1 (nése n - tek) (e asesi 2 si né rastin 4k +2), pra 4k +2 nuk mund té
jeté katror i njé numri té ploté.

Vértetojmé tani pjesén tjetér té detyrés.

Le téjené m, =2s,+1 m,=2s,+1,s,,5, € Z dy numra tek.
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Atéhere  m2+m?=(2s,+1)°+(2s,+1)* = 4(s” +5,” +8,+5,) +2=4k + 2,
ku k=s2+8,°+8,+S,.
NEé pjesén e paré té detyrés pamé se 4k +2 nuk mund té jeté katror i njé

numri té ploté e me kété as m,? + m,” nuk mund té jeté katror i njé numri
té plotg, gjé qé kompleton vértetimin.

Shembulli 11. T¢ zgjidhet né bashkésiné e numrave natyroré barazimi
X2 +y? =2004.

Zgjidhja.
Sé pari éshté e qarté se numrat X,y jané njékohésisht cift ose tek. Pse? Le
té shqyrtojmé ndaras rastet:
1) Numrat X,y jané numra tek. D.m.th. x=2k+1Ly=21+1, ku k,l eN.
Atéheré x*+y? =(2k +1)* + (2| +1)* = 2004

&4k + 4k +1+ 417 + 41 +1= 2004 < 4(k* + k +12 +1) = 2002

< 2(k*+k*+12+1)=1001,
gjé gé nuk éshté e mundur sepse né anén e majté kemi numér c¢ift e né
anén e djathté numér tek.

2) Le té jené X,y numra cift. D.m.th. x=2k,y=2l,k,1eN. Atéheré
X? +y® =4k* + 41> =2004 = k? +1> =501. Meqé né anén e djathté kemi
numér tek mbetet qé njéri nga numrat Kk,| té jeté cift e tjetri tek. P.sh. le

té jeté k numér cift kurse | numeér tek. Pra, ata mund té paraqgiten né
trajtat k =2k, 1 =2, +1, ku k|, eN.

Atsheré k2 +12 = (2k)? + (21, +1)? = 501.
D.m.th. 4k? + 417 + 41, +1=501<> 4(k? +17 +1,) = 500

Sk +17+1,=125. (1)
Vérejmé se |, €{1,2,...,10} . Pse?

Provojmé p.sh. pér |, =10. Kemi k +100+10=125= k/ =15. Ky barazim
nuk ka zgjidhje né bashkésiné e numrave natyroré.

Nése |, =9 atéheré k; +81+9=125=> k! = 35. Edhe né kété rast barazimi
nuk ka zgjidhje né bashkésiné e numrave natyroré.
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Nxénési lehté mund té tregojé se as né rastet |1<{1,2,...,8 barazimi nuk

ka zgjidhje né bashkésiné e numrave natyroré sipas ndryshores k .
Pérfundojmé se nuk ekzistojné numrat natyroré k|, pér té cilét vlen
relacioni (1).
Nga shqyrtimet e béra né rastet 1) dhe 2) pérfundojmé se barazimi
x? + y? = 2004 nuk ka zgjidhje né bashkésiné e numrave natyroré.
Shembulli 12. Nése n éshté numér natyror, atéheré n(2n+7)(7n+1
plotpjesétohet me 6. Vértetoni.
Zgjidhja.
Tregojmé se pari se numri n(2n+7)(7n+1) plotpjesétohet me 2.
Numri n mund té shkruhet né njérén nga trajtat: 1) n=2k, 2) n=2k +1.
1) Neése n=2k kemi 2k(2- 2k + 7)(7- 2k +1) = 2k (4k + 7)(14k +1), numér
ky i plotpjesétueshém me 2.

2) Nése n=2k+1kemi (2k +1)(2(2k +1)+7)(7(2k +1) +1)

=(2k +1)(4k +2+7)(14k +8)

=2(2k +1)(4k +9)(7k + 4),

numér ky i plotpjesétueshém me 2.
Pra, né té dy rastet numri n(2n+ 7)(7n+1) plotpjesétohet me 2.
Tregojmé tani se numri n(2n+7)(7n+1) plotpjesétohet me 3.
Do té shqyrtojmé rastet: 1) n=3k, 2) n=3k+1, 3) n=3k+2.
1) Nése n=3k kemi 3k(2-3k +7)(7-3k +1) = 3k(6k + 7)(21k +1), numér
ky i plotpjesétueshém me 3.

2) Nése n=3k +1 kemi

Bk +D(2(Bk +D + 7)(7(3k +1) +1) = 3(3k + 1)(2k + 3)(21k +18),
numér ky i plotpjesétueshém me 3.
3) Nése n=3k+2 kemi

(Bk+2)(2(3k +2) + 7)(7(3k + 2) +1) = 3(3k + 2)(6k + D(7k +5),
numér ky i plotpjesétueshém me 3.

Pra, numri n(2n+7)(7n+1) plotpjesétohet me 2 dhe me 3, pra ai
plotpjesétohet edhe me 6.

Shembulli 13. Té zgjidhet né bashkésiné e numrave natyroré barazimi

2x* +5xy —12y* = 28.
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Zgjidhja.
2x* —3xy +8xy —12y* =28
(2x + 3y)(x + 4y) = 28.
Meqé x+4y éshté faktor i numrit 28 dhe meqé x+ 4y =5, mbeten

mundésité:
{x+4y=7 {x+4y=14 {x+4y=28
2x—-3y=4" 2x—3y =2 2x—3y=1"
Pas shqyrtimit té rasteve pérfundojmé se zgjidhja éshté (8,5).
Shembulli 14. Té caktohet numri mé i vogél natyror n pér té cilin vlera e
shprehjes
/2004 ++/n
2004 -/n
éshté numér natyror.
Zgjidhja.
Shprehjen e dhéné e shkruajmé né trajtén

2004
V2004 ++n \ p k41 2
J2004 —Jn \/2004 k-1 k-1

4

1

ku me k kemi zévendésuar shprehjen /@ .
n

Meqé numri i dhéné duhet té jeté natyror mbetet q¢ k-1€{1,2}, d.m.th.
ke{2,3.
Pér k=2, kemi

2004,

N _,. [2004 . [2004 ) _ [2004_,
2004 n n n
e |

n

Nga relacioni i fundit merret n=501.

Tregoni se pér k =3 merret qé n nuk éshté numér natyror.
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Pérfundojmé se n=501 éshté numri mé i vogél natyror pér té cilin

J2004 ++/n

————— &shté numér natyror.
2004 —/n Y

Shembulli 15. Té vértetohet se shifra e fundit e numrit 2",ne N nuk mund
té jeté zero.

Zgjidhja.

Supozojmé se pér ndonjé neN, shifra e fundit e numrit 2" éshté zero.
Atéheré numri 2" plotépjestohet me 10, d.m.th. ekziston numri i ploté
pozitiv ki tillé qé 2" =10-k.

Pra 2"=2-5-k, prejnga rrjedh q¢ 2" =5-k.

Vérejmé se k duhet té jeté numeér cift. Pse? Le téjete k=2-k;.

Atéhere 2"'=5.2-k;, dmth. 2"?=5.k. Ngjashém si mé sipér
konkludojmé se k; duhet té jeté numér cift dhe me kété rast merret
2" =5k,.

Duke vazhduar kété proces merret 2""=2°=1=5k ,, ku k,, éshté
numér i ploté pozitiv, gjé qé nuk éshté e mundur. Pse? Pérfundojmé se
shifra e fundit e numrit 2" pér asnjé ne N nuk mund té jeté 0.

Shembulli 16. Té vértetohet se numri 3n+2, n e N nuk mund té jeté katror i
njé numri té ploté.

Zgjidhja.

Shénim. Duhet té tregojmé se nuk ekziston numri i ploté pozitiv m i tillé

qé¢ m*=3n+2. D.m.th. duhet té tregojmé se kur katrori i numrit natyror
m (pra kur m?) pjesétohet me 3 asnjéheré nuk e jep mbetjen 2.

Rikujtojmé faktin se ¢do numér natyror n mund té shprehet né njé nga
format: 3k,3k +13k+2, ke N.

1) Nése m=3k atehere m? =(3k)* =9k* = 3(3k?).
2) Nése m=3k+1 ateheré m? = 9k* + 6k +1=3(3k* + 2k) +1.
3) Neése m=3k +2 atéheré

m? =9k +12k + 4=3(3k® + 4k +1) +1.
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Pra, vérejmé se katrori i numrit natyror gjaté pjesétimit me 3 jep mbetjen
0 (rasti 1) ose 1 (rastet 2, 3) e asnjéheré 2, gjé qé kompleton vértetimin.

Shembulli 17. Trekéndéshi kénddrejté, gjatésité e brinjéve té té cilit jané
numra té ploté quhet trekéndésh i Pitagorés. T¢ vértetohet se né trekéndéshin e
Pitagorés gjatésia e sé paku njérés brinjé plotpjesétohet me 3.

Zgjidhja.
Supozojmé se asnjéra nga katetet a,b nuk plotpjesétohet me 3.
Atéheré a,b jané té njérés nga format 3k +1,3k + 2.
Dallojmé rastet:
1) a=3k+Lb=3k+1
2) a=3k+1Lb=3k+2 (a=3k+2 b=3k +1)
3) a=3k+2b=3k+2.
Shqyrtojmé ndaras rastet e mésipérme.
1) a®+b®=(3k+1)* +(3k, +1)* = 9k* + 6k + 1+ 9k,* + 6k, +1
=3(3k? + 2k + 3k,* + 2k,) +2=3n+2
ku n=3k*+ 2k +3k,* + 2K, .
2) a’®+b%*=(3k+1*+(3k, +2)* =9k*+ 6k +1+ 9k +12k + 4
=3(3k?*+ 2k + 3k + 4k +1)+2=3n+2
ku n=3k? + 2k + 3k, + 4k, +1.
3) a®+b%=(3k+2)"+(3k +2)* =9k* +12k + 4+ 9k + 12k, + 4
=3(3k* +4k + 3k + 4k, +2) +2 =3n+2.
ku n=3k*+4k +3k,* + 4k, + 2.

Por dijmé se ¢® =a®+b*. D.m.th. né té tri rastet morém qé ¢* =3n+2. Né
shembullin paraprak treguam se katrori i asnjé numri natyror nuk mund
té jeté i trajtés 3n+2.

Pra, sé paku njéri nga numrat a,b duhet té plotpjesétohet me 3.



