V. STRUKTURAT ALGJEBRIKE

1. VEPRIMET BINARE

Pérkufiziim. Le té jeté G bashkés e c¢farédoshme, jo boshe. Veprim binar né
bashkésing G éshté funksioni gé ¢do dyshee té renditur nga
bashkésia G x G i shogéron njé element nga G.

D.m.th. njé veprim binar né G, c¢do cifti té renditur (a,b) e GxG i shogéron njé
element ceG.

Poashtu mund té themi se veprimi binar né G paraget njé formulé sipas sé cilés
dyshet e renditura (a,b) nga G x G kombinohen pér té& dhéné njé anétar té ri i
cili éshté poashtunga G.

Ky kusht quhet mbylltésia.

Shembuj té veprimeve binare.

Shembulli 1. Mbledhja e zakonshme né bashkésiné e numrave natyroré éshté
veprim binar sepse
Va,be N, a+beN.

Shembulli 2. Mbledhja e zakonshme né bashkésingé e numrave té ploté éshté
veprim binar sepse
Va,beZ, a+beZ.
Shembulli 3. Shumézimi i zakonshém né bashkésiné e numrave racional & éshté
veprim binar sepse
Va,beQ,a-beQ.
Shembulli 4. Zbritja e zakonshme né bashkésiné e numrave real€ éshté veprim
binar sepse
Va,beR a-beR

Né rastet e mésipérme pamé veprimet binare né njé bashkési. Le té shohim né
vazhdim se disa veprime nuk jané binare né bashkés té caktuara.

Shembulli 5. Zbritja nuk éshté veprim binar né bashkésiné e numrave natyroré,
sepse relacioni

Va,beN,a-beN
nuk éshté ¢do heréi sakté.
P.sh.nése a=3b=5a-b=3-5=-2¢N.
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Shembulli 6. Pjesétimi nuk éshté veprim binar né bashkésiné e numrave té ploté,
sepse nuk plotésohet ¢do heré mbylltésia.

p.sh. 3,4 Z por %eﬁZ.

2. GRUPET. SHEMBUJ TE GRUPEVE

Para se té japim pérkufizimin e grupit le té shqyrtojmé shembullin vijues.

Shembulli 7. Eshté dhéné bashkésia Z,={0,1,2,3,4}. Tregoni se “mbledhja
sipas modulit 5” éshté veprim binar né Z..

Zgjidhja.

Duhet té tregojmé se kur té& mbledhim ¢do dy numra nga Z, sipas modulit 5,

rezultati prapé éshté né Z..

P.sh. 3+4=7. Por megé kemi mbledhjen sipas modulit 5 dhe megé 7 =2 (mod
5) kemi 3+4=2 (modulo 5).

Tabela vijuese éshté tabela e mbledhjes sipas modulit 5.

+10]1]2|3|4
0[{0]1/2]|3|4
1(1]12|3[4]0
212|3]4]0]1
3[3]4|0]1]2
41410123

Nga tabela vérejmé se “mbledhja sipas modulit 5 éshté veprim binar né Z,
sepse ¢do cifti té renditur nga Z; i shogéron njé element nga Z..
D.m.th.

VabeZ,a+beZ.

Nése e analizojmé tabelén e mésipérme vérggmé edhe veti té tjera gé plotéson
bashkésia Z, né lidhje me mbledhjen sipas modulit 5.

P.sh. vérgimé se:
(1+2)+3=3+3=1 1+(2+3)=1+0=1
Pra (1+2)+3=1+(2+3).
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Poashtu, (2+4)+3=1+3=4,2+(4+3)=2+2=4.
D.m.th. (2+4)+3=2+(4+3).
Pasi, t’i kemi provuar edhe rastet e tjera pérfundojmé se
Va,b,ceZ,(a+b)+c=a+(b+c).
Né kété rast themi se veprimi binar (né rastin toné, mbledhja sipas modulit 5)
éshté asociativ (shogérues), ose themi se né bashkésingé Z, vlen vetia asociative
(vetia e shogérimit).
Tabela e mésipérme nxjerr né pah edhe disa veti té tjera.
Vérgmé se;
0+0=0,1+0=0+1=1,2+0=0+2=2,3+0=0+3=3,4+0=0+4=4.
Pra, né bashkésiné Z, ekziston njé element (e ky éshté 0) ashtu gé&:
VaeZ, a+0=0+a=a
Né kété rast elementi O quhet element njési.
Ngatabela, po ashtu vérgimé se:
0+0=0,1+4=0,2+3=0,3+2=0,4+1=0.

D.m.th. pér ¢do element ae Z,, ekziston elementi a'e Z, ashtu gé shuma e
adhe a' téjap s rezultat elementin njési. Né rastin toné:

(VaeZ)(Ja'eZ)) a+a'=a+a=0.
Elementi a' quhet inversi e ementit a.
Ngatabelavérgimése Va,be Z,, a+b=b+a.
Né kété rast themi se né Z, vlen vetia komutative (vetia e pérkémbimit)
L e té pérmbledhim vetité e mésipérme:
1. Pérc¢do a,be Z, vien:
a+beZ,.
2. Pércdo a,b,ce Z; vlen
(a+b)y+c=a+(b+c).
3. Ekziston Oe Z, ashtu qé pér ¢cdo ae Z; tévilgé
a+0=0+a=a
4. Pér ¢do ae Z,, ekziston a'e Z, ashtu gé

a+a'=a+a=0.
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5. Pér¢do a,be Z,

a+b=b+a
Vetité 1-4 i plotésojné shumé bashkési né lidhje me veprime té ndryshme binare
sa gé pér to éshté rezervuar njé emértim té cilin po e paragesim me pérkufizimin
vijues:
Pérkufizim. Bashkésia G, sé bashku me veprimin *, themi se formon grup, té
cilin e shénogjméme (G,*) nése plotésohen vetité:
1. Mbylltésia. Pér ¢do a,be G vien:
a*beG.

2. Asociativiteti (vetia asociative). Pér ¢do a,b,ce Z; vien

(a*b)*c=a* (b*c).
3. Elementi njési. Ekziston ec G ashtu gépér ¢do ac G vien

a*e=e*a=a
4. Elementi invers. Pér ¢do ae G, ekziston a'e G ashtu gévlen
a*a'=a*a=e
Nése grupi G e plotéson veting vijuese:
5. Vetia komutative (vetia e pérkémbimit). Pér ¢do a,be G
a*b=b*a
themi segrupi G éshté grup Abelian (komutativ).
Shénim: Né vijim, pér ¢farédo elemente té grupit, né vend té shénimit a*b do
té shénojmé ab.
Shembuj té grupeve.
Shembulli 8. Tregoni se (Z,+) éshté grup abelian.
Shembulli 9. Tregoni se (Q,+) éshté grup abelian.
Shembulli 10. Tregoni se (R,+) é&shté grup abelian.
Né shembujt 8-10, véreni se elementi njési &shté e=0 kurse pér ¢cdo element a
elementi inverséshté a'=-a.
Shembulli 11. Tregoni se (Q,-) nuk éshté grup. Cila nga vetité 1-4 nuk
plotésohet?
Shembulli 12. Tregoni se (R,-) nuk éshté grup. Cila nga vetité 1-4 nuk
plotésohet?

Shembulli 13. Tregoni se (Q\{0},-) &shté grup abelian.
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Shembulli 14. Tregoni se (R\{C},-) éshté grup abelian.

Shembulli 15. Tregoni se (Q",-) éshté grup abelian.

Shembulli 16. Tregoni se (R",-) éshté grup abelian.

Né shembujt 13-16, véreni se elementi njési éshté e=1 kurse pér cdo element
a elementi inverséshté a'=a "' = i.

Shembulli 17. Tregoni se (Z\{C},-) nuk éshté grup.

Shembulli 18. A paraget grup (abelian) (A,°) nése A={a,b,c} kurse veprimi
binar "o" éshté pérkufizuar me tabel én.

o la|b|c
alclal|b
b|la|b]|c
c|b|c|a

Zgjidhja.

Provojmé vetité 1-5.

1. Mbylltésia.

Megé né brendi té tabel &s paragiten vetém elementet e bashkésisé A, do té thoté
seveprimi éshté i mbyllur.

2. Vetia asociative.

Duhet té provojmé se vigné:
(acb)yoc=ao(boc), (acc)ob=ao(cob)
(bea)oc=bo(acc), (boc)oa=bo(coa)
(cca)ob=co(ach), (cob)oa=co(boa).
Leté provojmé p.sh. rastin e paré:
(aeb)ec=acc=Db

ac(boc)=acc=h.

Pravértetg, (acb)oc=ao(beoc).
Ngjashém provohen rastet e tjera.

3. Elementi njési.

Megé
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aob=boa=a,bob=b,cob=boc=c
Pérfundojmé se elementi njési éshté b. (Pra b eluanrolin e e-sé).
4. Elementi invers.
Megé aoc=h,bob=Db,cca=Db
Pérfundojmé se cdo element nga bashkésia A e ka inversin e vet. (Késhtu
inversi i elementit a éshté elementi c,invers i elementit b éshté elementi
b, inversi i elementit ¢ éshté elementi a).
5. Vetia komutative.
Megé pér ¢do x,y e A vlen
Xoy=YyoX
atéheré themi se plotésohet vetia komutative.
Meqgé plotésohen kushtet 1-5 pérfundojmé se (A,°) paraget grup abelian.
Shembulli 19. Le té shgyrtojmé bashkésingé Z,={0,1,2,3} né lidhje me
shumézimin sipas modulit 4. A éshté (Z,,-) grup?
Zgjidhja.
Né fillim po e kontruktojmé tabelén e shumézimit sipas modulit 4 pér
bashkésing Z,.

o O |O |O

1
0
1
2

o (N |O|N
N WO (W

w (N [k |O

0/3]12]1

Provojmé né vijim nése plotésohen vetité e grupit.

1. Mbylltésia. Nga tabela vérgimé se vien mbylltésia sepse
Va,beZ,, a-beZ,

2. Vetia asociative. Provoni!

3. Elementi njési éshté 1.

4. Elementi invers. Vérgimé se disa elemente nga bashkésia Z, nuk kané
elementin invers. P.sh. 0 dhe 2 nuk kané elementin invers.

Pra, (Z,,) nuk éshté grup.
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Shembulli 20. Jané dhéné pasqyrimet:
(1234} [1234j (1234}
f,= L= o= .
1 2 3 4 2 4 31 4 1 3 2
Tregoni se bashkésia S={ f, f,, f;} éshtégrup nélidhje me
kompozimin e pasgyrimeve.
Zgjidhja.
1. Mbylltésia.
Duhet tétregojmése Vf,, f, €S, fo f, S

123 4)(1234) (1234
Psh. f,of,= o = =f,eS.
1234/ (2431)(2431

Pra f,o f, = f,.

Duke vepruar ngjashém edhe né rastet e tjera vértetojmé se veprimi éshté i
mbyllur.

Duke njehsuar edhe rastet etjera f, o f,,i, j €{1,2,3} merret tabelavijuese.

S A T
65| f
i, f, | f |1
i, 6] 6|1,

2. Vetia asociative vlen sepse vlen pér kompozimin e pasgyrimeve.
3. Elementi njési éshté f, sepse:
fiof,=1, fof=fof,=1, fof =fof,=1f,.
4. Elementi invers. Secili element nga bashkésia S kainversin e vet.
f, kainvers f, sepse f o f = f,
f, kainvers f, sepse f,o f,=1f =f 0 f,
Noarelacioni f,o f,=f =f,0of, vérgmése f, kainvers f,.
5. Vetia komutative.
Ngatabelavéregmésepércdo f,f €S vien:

[

fof =fof
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Pravlen vetia komutative.
Pérfundojmé se (S,0) éshté grup abelian.

Shénim. Né rastin e pérgjithshém, pé kompozimin e pasgyrimeve nuk vlien vetia

komutative.

Né rastet e mésipérme, pamé se té gjitha grupet ishin komutative. Le té shohim
né vijim njé shembull t& njé grupi jokomutativ.

Shembulli 21. Pér matricén e dhéné Az{: (ﬂ numri a

Zgjidhja.

1. Mbylltésia,

b
d‘ =ad —bc quhet
determinanta e matricés A dhe shénohet det A

2 -3
P.sh. determinanta e matricés Az{ 1 4} éshté

2 —
det A= ‘_1 43‘ =2-4-(-3)(-1) =5.

b
Letéjeté M ={A=El d}lad—bc=1}, pra, kemi marré

bashkésiné e té gjitha matricave katrore té rendit té dyté,
determinanta e té cilave éshté 1.
Veprimi binar le té jeté shumézimi i matricave. Pra
{al blHaz bz}{alaz +b, aib2+b1d2}
¢ djlc d] |[ca+dc, cb+dd,|
Tregoni se (M,-) éshté grup por jo edhe grup abelian.

Duhet té tregojmé se shumézimi i dy matricave nga bashkésia M jep njé
matricé nga M.

Me fjalé té tjera, duhet té tregojmé se nése shumézojmé dy matrica gé kané
determinantén 1 edhe matrica e fituar do té keté determinantén 1. Kjo arrihet
duke zbatuar vetité e determinantave.

Letéjené A BeM ,dmth. det A=1det B=1. Atéheré
det A-B=det A-detB=1.
Pra, megé det A-B=1 pérfundojmése A-Be M.

2. Vetia asociative vlen sepse vlen pér shumézimin e matricave.
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10 b
3. Elementi njési éshté Ez{o J sepse pér cdo A:E d}e M vlen:

o oo 31lo oS ac of

10 1 0
Poashtu{0 1:|€M sepse‘

=1
0 1‘

. o . 3} a b :
4. Elementi invers. Provoni té tregoni se pér ¢cdo A= c d e M, ekziston

gl {: 3} was 1)
wmﬁﬂﬁﬂBﬂLJﬁﬂEﬂ
R P

D.m.th. nuk vlen vetia komutative.

d -b
A‘l{ :|€|V| ashtu qé

3. VETITE ELEMENTARE TE GRUPEVE

Né shembujt e mésipérm, pamé se ¢do grup ka elementin njési. Po ashtu pamé se
¢cdo element i grupit kainvers.

Shtrohen pyetjet:

A éshtéi vetém elementi njési, apo ka mé tepér elemente njési?

A éshtéinvers i dementit i vetém, apo elementi mund té keté mé tepér elemente
inverse?

Shembujt na sugjerojné se elementi njési éshté i vetém (se grupi ka vetém njé
element njési) dhe se elementi ka vetém njé element invers, kurse teoremat
vijuesei konfirmojné sugjerimet gé najapin shembuijt.



10 STRUKTURAT ALGJEBRIKE

Teorema 1. Uniciteti i elementit njési.

Négrupin G, ekziston vetém njé element njési.

Vértetim.

Supozojmé se grupi G kady elemente njési, p.sh. e,g.

Atéheré:

1. ae=ea=a,pércdo acG.

2. ag =a, pérgdo acG.

Nése 1. vlien pér ¢do a nga bashkésia G, vlien edhe pér a=e¢. D.m.th. merret:

3. ee=eg =¢6.
Ngjashém, kur né 2. merret a=e kemi:
4. eg =€

Praee =¢ dhe eg =e.D.mth. e=¢g
Teorema 2. Ligji i anulimit
Négrupin G, vignéligji i djathté dhei majtéi anulimit, d.m.th.
ba=ca=b=c.
ab=ac=b=c
Vértetim.
Letétregojmé p.sh. sevlenrelacioni i paré.
Letéjeté ba=ca Letéjeté a' invers i elementit a.
Dukei shumézuar té dy anét me a' merret
(ba)a'=(ca)a'.
Megé vlen vetia asociative merret:
b(aa’) =c(aa").
Pra,
be=ce
D.m.th.
b=c.
Ngjashém vértetohet relacioni tjetér

Megé tek grupet vlien vetia e anulimit, né tabelén e Cayley-it pér grupin, ¢do
element paragitet vetém njé heré né ¢do rresht dhe né ¢do shtyllé.
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Teorema 3. Uniciteti i inversit

Pér cdo element anégrupin G, elementi invers éshtéi vetém.
Vértetim.
Letésupozojmé se a,a, jané dy elemente inverse pér elementin a. D.m.th.
aa, =e dhe aa, =e Pra,

aa, = aa,.
Né bazé téligjit té anulimit kemi

a =a,.

Pra, pérfundojmé pér ¢cdo element té grupit elementi invers éshtéi vetém
Le té pérmendim né fund disa shénime gé pérdoren tek grupet.

Nése n éshté numér i ploté pozitiv, megé vlien vetia asociative mund té
shénojmé

9"=9-9-..-9.
%f_/

n—faktoré
Defingjmé g° =e.
Nése n éshté numér i ploté negativ, merret:
g"=(g)"
Psh. g%=(g™)°

1

Le té pérkujtojmeé se tek grupet abstrakte nuk mund té kemi shénimin g2.

Késhtu, fugia e elementit té grupit duhet té jeté numér i ploté. Né kété rast vigné
disanga vetité e fugive:

i) Pércdo mneZzZ,g"-g"=9g™". i) Pé&c¢do mneZ,(g™)"=g™".
Por kaveti gé vliginé pér numrat real &, e gé nuk vlgné né pérgjithési tek grupet.
P.sh. (9,9,)" # 9y - 0.

Duhet té jemi té kujdesshém, gjaté pérdorimit té shénimeve té mésipérme.

P.sh., nése veprimi binar i grupit éshté mbledhja “+” shénimet e mésipérme
duhet té “pérkthehen” né “shénimet e mbledhjes”.

P.sh. inversi i elementit g do té shénohet —g.

Pastgj g° éshté g+ g+ g dhe shénohet 3g, si dhe né pérgjithési g" shénohet si
ng.
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DETYRA PER USHTRIME TE PAVARURA

1. Tregoni se shumézimi i zakonshém nuk éshté veprim binar né bashkésingé R.

2. Tregoni se shumézimi i zakonshém éshté veprim binar né bashkésingé R\{C}.

3. Tregoni se (Z,,-) nuk ésnté grup, ku veprimi ™" éshté shumézimi sipas
modulit 4.

4. Tregoni se (Z,,+) éshté grup, ku veprimi "+" éshté mbledhja sipas modulit
7.
5. Letéjeté F={e f,}
1 x-1 X
F=<e(X)=x, f,(X)==, f,(X)=1-X, f,(X)=—, f,(X) =——,
{6() 1(¥) =109 () ==~ L0)="—

1
fo(X)=——,x=0,1;.
9= x01)

Tregoni se (F,o) éshté grup jokomutativ, ku veprimi "o" éshté kompozimi i
pasgyrimeve.

6. Le té jeté 2Z ={0,+2,#4,...} (bashkésia e numrave té ploté cift). A éshté
(2Z,+) grup?

7. A paraget (2Z,-) grup?

8. Letéjeté 2Z +1={+1,+3,£5,..} (bashkésia e numrave té ploté tek). A éshté
(2Z +1,+) grup?

9. A paraget (2Z +1,-) grup?

Provoni a paraget grup bashkésia:

10. (A, +) nése A={-1,0,3.

11. (A) nése A={-1,0,1.

12. (B,") nése B={-11}.

13. Tregoni se {1,2,3} nélidhje me shumézimin modulo 4 nuk éshté grup.
14. Tregoni se {1, 2,3,4} né lidhje me shumézimin modulo 5 éshté grup.



