I. INDUKSIONI MATEMATIKE

Pse Induksioni Matematik?

Pse na nevojitet induksioni  matematik? A  nuk  mjaftojné
2,3,4,5,...,,100,...,1000000 raste pér té “déshmuar” saktésiné e njé pohimi? A
mund té ndodh gé njé pohim té viejé pér pesé rastet e para e té mos vlegjé pér
rastet tjera? Po nése themi se pohimi vien pér 100 rastet e shqyrtuara, pse té mos
konkludojmé se pohimi vlen pér ¢cdo numér.

Neé vijim, me ané té disa shembujve do té tregojmé se né vértetimet matematike
“Nuk mjaftojné vetém disa raste té shqyrtuara”.

Té fillojmé, té shohim se si gaboi Ferma, njé matematikan i madh i shekullit
XVIII, duke menduar se vetém disa raste té shqyrtuara mjaftojné pér té dhéné
njé konkludim.

Shembulli 1. Névitin 1653, Ferma, formuloi pohimin:
Té gjithanumrat etrgjtés 22 +1, n=0,1,2,3,... jané numra té thjeshté.
Pohimin e tij Fermae arsyetoi si vijon:

n=0, 2° +1=2'+1=3

n=1 2% +1=2*+1=5

n=2, 2> +1=2"+1=17

n=3 2% +1=2"+1=257

n=4, 2 +1=2* +1=65536+1= 65537.

Ndonése pé numrat tjeré n=5,6,7,... Ferma nuk arriti as té vértetoi e as té
mohoi pohimin.

Por s duket ai i mjaftuar vetém 5 raste pér té dhéné njé “péfundim” i cili ka
genéi gabuar.

Gaussi, tregoi se numri 22 +1 nuk éshté i thjeshté.
Numri 2% +1 plotpjesétohet me 641.
Shembulli 2. Eshté dhéné polinomi
f(n) =n®-15n* +85n° — 224n?* + 274n —120.
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Pércdone N, f(n)=n%
Shtrohet pyetja. A éshté e sakté pohimi i mésipérm?
Leté provojmé pé& n=1. Merret:
f(1)=1°-15-1"+85-1° - 224-1° + 274-1-120=1°.
Vazhdojmé tutje pér n = 2. Merret
f(2)=2"-15-2" +85-2° —224.2° + 274-2-120=4=2°.
Edhe kété heré pamé se pohimi éshté i sakté.
Nése vazhdojmé té provojmé pér n =3 dot marrim
f(3=9=3.
Dikush gé ka durim mé tepér mund té provojé se f(4)=16=4* dhe se
f(5)=25=5

Do té keté té atillé gé né bazé té rasteve té verifikuara té konkludojmé se vérteté
f(n)=n?

Por njé gjé etillé éshté e pasakté sepse pér n =6 merret:
f(6) =6°-15-6" +85-6° — 224. 6% + 274-6—120 = 156.
Pra f(6) =156 ejo 36 ashtu si¢ “pritg”
Njehsimet tjera tregojné se:
f(7)=769; f(8)=5104 «j.
Pra, pohimi ynéishtei sakté vetém pér n=1,2,3,4,5.
Né fakt pohimi té cilin e shgyrtuam é&shté zbérthimi i polinomit
f(N)=(n-)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)+n*> p& n=1 é&shté e qgaté se
f()=0+1*=1" sepse pé& n=1 n-1=0 dhe késhtu i téré prodhimi
(n-Y(n-2)(n-3)(n—-4)(n-5)=0.
Ngjashémpér n=2, n—-2=0, f(2)=0-2>=2%,...
Ky shembull najep idené gé té marrim njé shembull tjetér:
Supozojmé se kemi polinomin,
g(n)=(n-)(n-2)-...-(n—100) +n’
té cilin e zbértheimé dhe shtrojmé hipotezén se pér ¢gdo ne N, g(n) =n®.
Nése do té fillonim té provonim do té merrnim
g(0) =1%; g(2) = 2%...,9(100) = 100%
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Por g(101) =100+101 = 107°.
Prandaj, edhe nése kemi 100 konfirmime té njépasnjéshme nuk mund té
konkuludojmé saktésiné e njé pohimi.

Kjo na béné té kuptojmé pse pohimi duhet ta verifikojmé pér té gjitha rastet e
mundshme e jo vetém pér disa (qofshin ato miliona raste!).

Pér kété zbatohet metoda e induksionit matematik, gé paraget njé formé té
réndésishme té konkludimit né 1émin e matematikés; dhe gé jepet me kété parim:

1 Pohimi P éshtéi vérteté pé numrin natyror 1.

2. Nése prej supozimit se pohimi P éshté i vérteté pér ¢farédo numri
natyroré n, rrjedhé se pohimi P éshté i vérteté edhe pér numrin
natyror n+1 atéheré pérfundojmé se pohimi P éshté i vérteté pér
¢do numér natyror.

Né detyrat vijuese do té zbatojmé metodén e induksionit matematik.

Detyral. Tévértetohet me ané té induksionit matematik se vlien

n(n+1)

1+2+3+...+n= neN.

Zgjidhja.
Letéjeté n=1. Anae mgjté e barazimit éshté e barabarté me 1. Le té shohim
anén e djathté.

(+D) 12

2 2

Prapér n=1, pohimi éshtéi sakté.
Le té supozojmé se pohimi éshté i sakté kur n éshté i barabarté me numrin e
cfarédoshém k, prakur n =k.

1

D.m.th. supozojmé se vlen:

_k(k+1)

1+2+3+...+k (hi)

Ky supozim quhet Hipoteza induktive.

Tani, né bazé té parimit té induksionit matematik duhet té tregojmé se pohimi
éshtéi sakté edhe pér n=k +1.

Nése n =k +1, anae majté éshté e barabarté me:
1+2+3+...+k+(k+1). (D)
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e zbatojmé hipotezén induktive pér té zévendésuar shprehjen 1+2+3+...+k
k(k;l) né shprehjen (1).
Pra, kemi:

1+2+3+...+k+(k+] = k(k2+1)

+(k +1)

k(k +1)

Pér té kompletuar vértetimin, duhet té tregojmé se +(k+1) éshté e

barabarté me shprehjen né anén e djathté té barazimit té dhéné né fillim, kur né
vend té numrit n zévendésojmé k +1.

Vérteté,
kK+D | kv1)= (k+D( +q (k + n(k+2]
2 2
= (k +1)((|;+1)+1), 0j€ gé duhgj treguar.
Detyra 2.  Té vértetohet me ané té induksionit matematik se vien:
1 2 3 n 3 2n+3
§+§+§+...+3—H=Z—H.
Zgjidhja.
Pé n=1 kemi
1 3 2:1+3
3 4 43
11
3 3

Pra, pohimi éshtéi sakté.

Supozojmé se pohimi éshté i sakté pér n = k. Pra, supozojmé se vlen:
l+£+i+_"+£=§_M_ (hi)
3 3 3 3 4 4.3

Tregojmé se pohimi vien pé&r n =k +1, praduhet té tregojmeé se kemi:
1 2 3 £+k+1:§_2(k+1)+3
3 3 F T3 I 4 4.3
1 2 3 m+£+k+1=§_2k+3+k+1
3 F 3 3 3T 4 43 I

hi hi
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INDUKSTONI MATEMATIKE,

_(3(2k+3)—4(k+1)j
4'3k+1

3 (6k+9-4k-4)
_4 4‘3k+1

3 245

T4 Tay
3 2k+2+3_3 2(k+1+3

4 4.3 4 437

gié gé duhgj treguar.

Detyra pér ushtrime té pavarura
Duke zbatuar induksionin matematik,té vértetohet pohimet:

1. 1.2+2-3+3-4+...+ n(n+1)=%3(n+2)_
1 1 1 n
2. —+—+..+ = _
1.3 3.5 (2n-)(2n+1) 2n+1
3. 1.2.3+2:3:-4+..+n(n +1)(n+2)=%n(n +1)(n+2)(n+3).
4, P+22+F 4.+ nzzwéznﬂ')_
5. 1.3+2-44..+ n(n+2):w_
6. L—2+F .+ (=)' n?= (D" ”(”2+1)_

7. 1+3+5+..+(2n-1)=n>
8. Y (a+b)=>Ya+Y b, kud a=a+a,+.+a,.
i=1 i=1 i=1 i=1

9. Zc=n-c, ku ¢ éshté konstante.

i=1
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10.

11.

12.

13.

14.

16.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

D (a+c)=) a+n-c, ku c &hté konstante.

i=1 i=1

Zn:c-ai =C-Zn:ai, ku c éshté konstante.

i=1 i=1

ZZaibj = Zaiij.
j=1 i=l i=1 j=1

ll[aibi =ll[ai -ﬁbi, ku ll[ai =8, -...ca,.
i=1 i=1 i=1 i=1
c=c". 15, JJc-a=c"[]a.

To(1Ta T A

. Sn+i
1 2 3 n 3 2n+3
T —+...+—n:———n.

3 3 3 3 4 4.3

1 1 1 1 n

1 +ot = :

1.4 4.7 7-10 Bn-2)(3n+1) 3n+1

1 1 1 1 n
b ——— 4+ = .

1.5 5.9 9.13 (4n-3)(4n+1) 4n+1

T2 F v s
1.3

35 5.7 " @n-D@n+l)  22n+1)’

1'+2°+3 +..+n* :3—10n(n +2)(2n +1)(3n° + 3n +1).

P+2°+3F+..+n° :%nz(n +1)(2n* + 2n-1).

2
2+ 4816 +...+(2n)° =2n*(n+ 1>

1 1 4 2 1 2m
+ 5+ Tt —= + —.
1+x 1+x° 1+x 1+x> 1-x 1-x**

2
13+23+33+...+n3=[Mj .
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27. Tregoni se 1+ 3+ 5+ 7+...+ (2n—1) éshtékatror i ploté.

28. lll(ai +bi)211[ai +ﬁbi, a;,b,>0,a,,b €Z.
i=1 i=1 i=1

29. Zn:ai -b, S[Zn:ai)(zn:bij, a,,b >0,a,b €Z.
i=1 i=1 i=1

Detyra 3. Tévértetohet sevlen

i 2
: . . : sin‘ nx
SinXx+sSin3x+sin5x+...+sin(2n-Yx = .

sSinX

Zgjidhja.

Edhe né kété rast do té zbatojmé induksionin matematik.
Pohimi éshtéi qarté pér n=1.

Supozojmé se pohimi vlien pér n =K.

)
sinx+sin3x+sin5x+...+sin(2k—1)x=S'S?nkx. (hi)
X

Tregojmé se pohimi vien pér n =k +1. Pra, tregojmé se vlen:

i~ 2
SNX+sin3x+siN5x+...+sin(2k —1)x + sin(2k +1)x:—Sln (_k+1)x.
sinx
Vérteté,
sin’kx

SinX+sSiN3Xx+sin5x +...+sin(2k —Dx+sin(2k + ) x = +sin(2k +1)x
X

_sin’kx+sinx-sin(2k + D) x
sinx

sin? kx+;cos(2kx) _ cos(2k + 2)x

sinx
_2sin® kx + cos’ kx —sin? kx — cos(2k + 2)x
2sinx
_1-cos(2k+2)x 2sin*(k+1)x _sin*(k +1)x
2sinx 2sinx snx

gié gé duhgj treguar.
Shénim.  Gjaté vértetimit zbatuam formulat:
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sina-sinb=%(cos(a—b)—cos(a+b)) ; 1-c0S2x = 2sin’ X.

Detyra pér ushtrime té pavarura

P2
. . . . Sin“ nx
30. sSinXx+sSiN3x+sSiN5Xx+...+sn(2n—-1)x = — .
sinx
sin2nx
31. COSX+ C0S3X + COSHX +...+ cos(2n —PHx = ——.
2sinx
.. h+1 . nx
sSin—=x-sin—
32. SINX+SN2X+9SN3X+...+sSNnx = 2 x 2.
sin—
2
n+1 . nx
COS——X-Sin—
33. COSX + C0S2X + COS3X + ...+ COSNX = < 2.
sin—
2
X X X sinx
34, cos?cosg-...-cosyz ”
2"sn—
2n

Detyra4. Tétregohet se 3*""” —8n—9=0 (mod64)

Zgjidhja.

Sé pari do té pérkujtojmé se shénimi a=b (modm) nénkupton se a-b

plotpjesétohet me m.

Shénimi lexohet: a kongruent me b sipas modulit m.

Letéjeté n=1. Kemi:

FH? -8.1-9=3"'-17=81-17 =64 =0 (mod 64)
(sepse 64— 0=64:64).

Leté provojmé p.sh. pér n= 2.
F?*?-8.2-9=3-16-9=729-25=704=11-64=0 (mod 64)
(sepse 11-64—-0=11-64:64).

Supozojmé se pohimi éshté i sakté pér n. Pra, sevlen:

3?2 —8n-9=0 (mod64). (hi)
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Tregojmé se pohimi éshtéi sakté pér n+1.
Kemi:
F2 _gn+1)-9=3"?.3 -8n-8-9
=9.3"? _gn-17 (1)
=9(32""2 —8n—9) + 64n + 64 )
=9(3"* -8n-9)+64(n+1) =0 (mod64) (3)
Leté sgarojmé shprehjet (2) dhe (3).

Gjaté zbatimit té induksionit matematik, ideja kyce éshté gé té zbatohet hipoteza
induktive.

K éshtu shprehja né kllapa duhet té parages shprehje tek hipoteza induktive.
Nése shumézojmé 9(3*"* —8n—9) kemi:

9.3 -72n-81 *)
Por shprehja paraprake ka gené
9.3"? _8n-17 **)

Késhtu gé (*) té jeté i barabarté me shprehjen (**) duhet gé shprehjes (*) t'i
shtrohet 64n + 64.

Né kété ményré kemi arritur né (1) tek (2).
Shprehja (3) éshté arritur si vijon:
Eshté e qarté se
9(3"? —8n-9) =0 (mod64).
Po ashtu
64(n +1) = 0 (mod 64).
NEé bazé té vetisé:
::Z E::Z:nr:\;} = a+c=b+d (modm)
merret
9(3"* —8n—9) + 64(n +1) = 0 (Mod 64)
0j€ gé duhgj treguar.

Detyra5. Leté jeté k numér tek. Té vértetohet se pér cdo numér natyror n,
k? —1 plotpjesétohet me 2"
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Zgjidhja.
Pé& n=1 kemi:

k? —1=k®-1=(k-1)(k+1):2"* =8,
Vérteté, megé k éshté numér tek atéheré k = 2k, +1.
Prandgj

(k=D(k+1) = (2k, +1-1)(2k, +1+1) =2k, -2(k, +1) =4k, - (k, +1):8

sepse njéri nganumrat k,, k; +1 éshté numér cift, andaj plotpjesétohet me 2.
Supozojmé se pohimi éshté i sakté pér n. Prandaj,

k? —1:2™2 (hi)
Tregojmé se pohimi vien pér n+1, prase:

k" 122
Vérteté

k" —1=k??-1=(k?)? —1= (k¥ -D(k? +2)
Né bazé té hipotezés induktive

k¥ —1:27? D

Megé k éshté numér tek, k* &shté numér tek, prandaj k* +1 éshté numér cift,
prandgj

k? +1:2 (2)
Nga (1) dhe (2) kemi:

(k* —1)(k* +1):2"?.2=2", gjéqéduhg treguar.
Detyra pér ushtrime té pavarura

35. 3" —1=0(mod8). 36.
3.5 4 2% = 0 (mod17).

37. 2" —9n®+3n-2=0 (mod54).

38. (4°"** -15n-16):225. 39. (3" 4 2"7):T.

40. (3-4"+10"" -4):9. 41, (2% -28n-4):196.
42. Vértetoni se 133]|11"" +12¢",

43. Tregoni se 11-3" +3- 7" — 6 plotpjesétohet me 8.
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44. Tregoni se f(n) =3 —1 plotpjesétohet me 2"* por jo me 2"° (n >1).

Detyra 6. Té vértetohet se vien:

(a+b)" =Z(nm]a ",

m=0
n n! .
ku =——— nl=n(n-1-..-3-2-1 dhe sipas
m/) m!(n—m)!
pérkufizimit O!'=1.
Zgjidhja.
Pé n=1, kemi:
L (1 1 1
a b1: a.1—m.bm: a1—0_b0 a.1—1'b1
o=l o[
| |
__ 1 a+ L b=a+h.
o@a-o! 11-1!
Supozojmé se pohimi vien pér n. Pra
(@a+h)" = z(n Ja"m b" (hi)
m=0\ M

Tregojmé se pohimi vien pé&r n+1, prasevlen:
n+in+1
(a+b)n+l :z[ + Jan+lm ‘bm.
m—o\ M

Vérteté,

(a+b)"™ =(a+b)(a+b)" =(a+ b)i(;}nm b

nn nn
— n—mbm b n—m.bm
amz_(:)(mja + mz_o(mja
— \ n n+1m m n-m m+1
_z[mj b +bz( j b

m=0

n n L n+l
— n+ mbm +b n+l-m .bm
mo(m] Z(m—lj
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18 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

m=1 -

zan+l+i[(nmj+(mn ]Jjamlmbm +On+l (*)

L e té shqyrtojmé shprehjen:

[nJ ( n ] : e
+ = +
m m-1) nl(n-m)l (n—(m-2))!

n! n!
T mm-DIn—m)!  (m-1)I(n-m+1(n—m)!
_ nl(n—m+1+m)
m(m-D!(n—-m+2)(n—m)!
(n+Hn!  (n+)! (nﬂj

- m!(n+1—m)! B m!(n+1—m)! I m

n (N n n
— a.n+1—0 . bO + anJrl—mbm + b a.n+1—m . bm + an+1—(n+1)bn+1
(o B g )

Duke zévendésuar shprehjen e fundit né (*) dhe duke ditur se
n+1 n+1

=1 =1 merret:
[ 0 j (n +1]

n(n+1
(a+b)n+1 :an+1+z( 0 jamlmbm +bn+l

m=1

— n+1 an+1_0b0+i n+1 a.na-l—mbm + n+1 a.n-v-l—(n+1)bn+1
0 mi m n+1

n+l

1
=y (n; Ja“*”b’“ , 0jé qé duhej treguar.

m=0

Detyra7. Tévértetohet sepér a,,a,,...,a, pozitiv vien mosbarazia e Koshit

+a, +...+a
%2 /a,-a,-.-a,

Zgjidhja.

Pérn=2 Duhettétregojmésegz a-a,.

Megé (\/a, —+/a,)? > 0 kemi:
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a1—2\/g-\/a_2+a220 prej nga%z a-a,.

Supozojmé se pohimi vlien pé n =Kk, prasevlen:

wz ta,-a,-..-a (hi)

Duhet té tregojmeé se pohimi vien pér n=k +1, prasevlen:

a+a,+..+a +a
k+1

Letéshénojmé a, +a, +...+a, = A

“l>ida -a, .. 8, a, (1)

Eshtéeqartése: A>k-/a -a,-..-a,, prej nga

A+a, k-Xa,-a,-...a, +a,,

> 2
k+1 k+1 @)
Relacioni (1) mund ta shkrugmé:

A+a,

ﬁ—k*\}/‘%'az cvd -8, 20 ©)

Pra, mjafton té tregojmé mosbaraziné (3).
Le té marrim kéto zévendésime:

a,-a,-.-a =x«?

k+1

a'k+l = y
Kemi:
Ak—'—_}_a;fl _k+3/Xk(k+1) ‘yk+l > k1k/xk(;+i]-',- yk+1 . Xk(k+1) ‘yk+1
_ k'Xk+l+yk+l _Xk 'y: k'Xk+l+yk+l_k'Xk ‘y_Xk y
k+1 k+1

1 K K k
=KX=y =y -y

B k:-ll-‘l(k XX=Y) =YX =YX T Xy L xy P YY)

_X=y

D) (kX —y(xX* T+ X2y + L xy P YY)
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20 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

_X-y
k+1

(X =Xy +x =Xy xE Y9

_X=y

= (XM (X=Y)+ XX =y + o (X = Y) (X + o+ YY)
+1

k+1

sepse (x—y)> =0, k+1>0 s dhe X'+ x?*(x+y) +...+ Yy >0, gjé gé& duhgj
treguar.

XX+ Y)+..+y)>0

Shénim. Shenjaebarazimitviennése a, =a, =...=a

Detyra 8. Té vértetohet mosbarazia e Bernulit:
A+ X))@+ X)) e @+ X)) 21X + X, + o+ X,
Ku X, X,,...,x, janénumrareal tétilleqé x, > -1 ie{L2,...,n} dhe
X, jané me shenjaté njgta
Zgjidhja.
Pohimi éshtéi sakté pér n=1.
Letéjeté n=2. Duhet tétregojmése (1+ X)L+ X,) -....- A+ X,) 21+ X, + X,.
Vérteté (1+x )L+ X,) =1+ X + X, + XX, 21+ X +X,, Sepse x - X, >0.
Supozojmé se pohimi éshté i sakté pér n =K.
A+ X))@+ %) e A+ X ) 21+ X + X, + .+ X, (hi)
Tregojmé se pohimi vienpér n=k +1
A+ x)@A+ %) o A+ X )A+ X ) = A+ X + o+ X A+ X ,)
=14+ X + X, 4+t X Xy F X (XX, o+ X)
21+X X+ X X,
sepse X, (X + X, +...+ %) =0.
Shénim. Nése né detyrén zévendésojmé x, = X, =...= X, =X, X>-1 kemi:

@+ X)) A+ X) 21+ x+ xt...+ X

n

Pra (1+x)" >1+nx, (n>1).

Kur vlen shenja e barazimit?
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Detyra9. Té vértetohet mosbarazia i-ﬁ-i-l‘ +i >/n, n>1.

NN RN
Zgjidhja.
Pér n=2, kemi:
1.1 xf+1 _5
FEE T
Supozqmesepohlml vlenpér n=k+1, ke N, pra
1 1 -
>Vk+1. (hi)
NN
Tregojmé se pohimi vien pér n=k +2
1 1 1 1
=t st >JVk+1+
V142 \/k+1 \/7 Jk+2
_\/k+1-1/k+2+1 VK +1- «/k+1+1 k+1+1 _ k2
vk +2 vk+2 Vk+2 ’

gj€ gé duhgj treguar.

Detyra pér ushtrime té pavarura

45,  Té vértetohet mosbarazia E . ﬂ- 2n 1

> .
35 2n+1 2n+1

Detyra 10. Nése a,b > 0 jané numraté dhéné dhe nése

—1(a+9] a, -1 +& a-tla + b
q=5 2 ) L5 a )T Bt

I ~_a,-b [a-+b
aieheretregonlseanJM/6 (a+f} (a, # \/_) neN.

Zgjidhja.
Pér n=1, kemi

1 b

alx/BZ(a+aj\/6a22a\/5+b£a\/BJ2
a1+\/5_1(a+bj+\/5_a2+2a\/5+b_ a+b )’
2 a

Tregojmé se vlen implikacioni:
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Q—ﬁ_{a—ﬁfjam—x/ﬁ [ax/BJ

a,+vb la+vb a_.+vb la+tvb
Meqgé,

1 b
“la,+— |-b
ak+1_\/5_ 2( ‘ ak\]

a’-2ab+b (a b))
a, ++/b

= = 2 =
ak+1+\/5 1(ak+bJ+\/B ak+2ak\/5+b
ak
o 2 Ko kil
= a-b = a-b = a-+b , gjé gé duhej treguar.
a++b a++b a++b

Detyra 11. Numrat e Fibanogcit jepen me formulén rekurente:
f,=0f=0,f =f_ +f,n>1L
K éshtu, disa hga numrat e Fibanocit jané:
0,14,2,3581321,...

Té vértetohet senése x° = x+1, pér x>2 kemi:
X"=f -x+f
Zgjidhja.
Pé n=2, kemi:
x*=f,-x+ f,, éshtéesaktésepse f,=1, f, =1.
Supozojmé se pohimi vien pér n—1,
Pra x"'=f _ x+f . (hi)
Tregojmé se pohimi vien pér n. Kemi:
X"=x"teox=(f L ox+ f )x=f X2+ f X
=f (x+D)+f x="f  -x+f +f ,-X
=(f ,+f )x+f  =fx+f _, gjéqgéduhg treguar.
Detyra pér ushtrime té pavarura
Tregoni se pér vargun e Fibonacit vliejné pohimet:
46. f,, éshténumer cift, n>1. 47.  f,.:
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48. Letéjeté k >1 dhe x>1. Nése k |n atéheré f, | ..

49. Porgdon>1m>1 f =f - f +f f —f -f,

m+1

50. Pergdon>1 f2+f2 =1, ..

1= fn2 + (_1)n.
52. Tregoni senése n>1, f dhe f ,; janéreativisht té thjeshté.

51. Pé&rgdon>2, f ,-f

n+!

53. Vértetoni ose mohoni (f,, f,.,) =1 ¥n>1.

54. Vértetoni osemohoni (f,, f,.;)=1 ¥Yn>1.

55. 1<%<2, vn> 2. 56.
fn _ fn+1 _ (_1)n+l
fn—l fn fn—l fn '

57. Letéjeté ne NU{C}. Tregoni se

5—x/§.[1—\/gjn+5+\/§.(l+\/§]n
2 2

10 10

A =

éshté numér natyror.
58. (Formula e Bineut) Tregoni se anétari i n — té i vargut té numrave té

Fibonagit jepet me formulén fn=i % - & _
N 2

Detyra 12. Letéjeté F, =2° +1 (numrat e Fermés). Té vértetohet se
FFF,-...F_ =F -2 n>0.
Zgjidhja.
F,=3 F =5
Pra F, = F, —2.D.m.th. pohimi éshtéi saktépér n=1.
Supozojmé se pohimi vien pér n =Kk, prase
FEF,-...F,=F -2 (hi)

Tregojmé se pohimi vien pér n=k +1.
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FEF, ...F ,-F =(F, -2)-F = (2% +1-2)(2* +1)

of1la "

=2 -)(2 +)=2""-1=2""+1-2=F -2

N
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