IT. VARGJET NUMERIKE

1. Pérkufizimi i vargut.

Le té jeté N ={1,2,3,...,n,...} bashkésia e numrave natyroré.

Sipas ndonjé rregulle ose ligji, numrit natyror 1 i shogérojmé numrin real a,,
numrit 2 — numrin real a, e késhtu me radhé.

NEé pérgjithési, numrit n i shogérojmé njé numér real, gé e shénojmé me a, dhe
késhtu procesi vazhdon pafundésisht.

Si rezultat fitohet vargu numerik

a,a,,..a .. 1)

i cili simbolikisht shénohet me {a_},_, ose (a,)

neN neN.

Pra ¢do pasqyrim nga bashkésia e numrave natyroré N né bashkésiné e numrave
realé (a:N — R) quhetvarg né R.

Vargu né R, pércaktohet duke ditur ligjin e veprimit a:n— a(n).

Detyral. Té caktohet anétari i pérgjithshém i vargjeve:

a) 1,4,9,16,25,... b) 1,8,27,64,...
9 Lt 1 H12,_3 4
1.2'2.3'3-4 1.2'1.2.3'1.2-3-4

Zgjidhja.
a)  Veérejmé se secili anétar paraget katror té njé numri natyror.
Prandaj anétari i pérgjithshém éshté n’.
1 n
b) % c ; d —.
) ) n(n+1) ) n!

Detyra 2.  Té caktohet anétari i pérgjithshém i vargut
2,3,5,7,11,1317,19,23,...

Zgjidhja.

Vérejmé se né vargun e dhéné jané paragitur 9 numrat e paré té thjeshté.

Por, deri mé tani nuk dihet ndonjé ligj sipas té cilit do ta caktonim termin e
pérgjithshém té vargut té dnhéné.
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Detyra 3.  Vargu numerik éshté dhéné me anétarin e pérgjithshém:

n’ n (-1)"n+1
a) a = : b) a =——; c) a, =—>—};
) 3 n’ +1 ) n+1 ) n’+1
d) an=1+(_1) ; €) an=2 2_1; f) a, =sin X,
n n 2
Té paragiten vargjet e dhéna né trajtén (1).
Zgjidhja.
1 1
a Pérn=1 a = =—
) % P+1 2
2
Pérn=2, a, = 22 _4
2°+1 5
3 9
Pérn=3, a, = =—.
% F+1 10
2
Pra, kemi vargun: lfi , Zn -
2510 n+1
123N .
234 n+l
iy (-1 -1+1
c Pérn=1 a=—22——-=0
) % 1 +1
f— 2-
Pérn=2, a, =M=§
2°+1 5
_— 3- a—
perno3 o - CD34L_2_ 1

F+1 10 5

Pra, O§—1M
5 5 n?+1

g oiol fCL
22

f) 1,0,—1,0,1,0,—1,0,...,sinn—2n,...
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VARGJET NUMERIKE 3

2 J—
Detyra4.  Eshté dhéné vargu (a,) me anétarin e pérgjithshém a, = M

Té caktohen pesé anétarét e paré té vargut té dhéné.
Té caktohen a,,a, ,,a

n+l*

Zgjidhja.
2 f—
3
2 —
Per n=2, 3, ==& D _2
3 3
2 J—
Pérn=3, ag:wzﬁ
3
2
per n=4, a, =201 _4g
3
2 f—
Pér n =5, a5=m:@'
3 3
2 _ . .
% -(29 1) _99:99-98 _ 45 99.98- 2320166
o _(=2P-(n-2-1) (n-2)°-(n-3)
n-2 3 3
_(n+D)?-(n+1-1) _n(n-2)’
nil 3 3 .

Detyra5.  Eshté dhéné vargu (a,) me anétarin e pérgjithshém a, = (_Zln) . Té

caktohen pesé anétarét e paré té vargut (b,) nése b, = &, +1.

n+l
Zgjidhja.
Pér té caktuar pesé anétarét e paré té vargut (b,) sé pari caktojmé gjashté
anétarét e paré té vargut (a,).
Kemi:
1 1 1 1

1 1
=——d,=—,=——,8, =, & =———,8; = —.
a12241""323“1(35326(34

Atéheré
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1 1 1

a+l a+l ' 5
b]_: = = :—:2

an+1 az 1 1

4 4

b, =—10,b, =14,b, = -34,b, =62.

Detyra6. Vargu (a,) éshté dhéné me anétarin e pérgjithshém a =2. Té
shkruhen pesé anétarét e paré té vargut.

Zgjidhja.

Meqgé a, =2, pércdo ne N atéheré a, =2,a, =2,...,a, =2.

Madje a,, =2,a, , =2.

Pra, té gjithé anétarét e vargut jané 2.

Vargu i tillé quhet varg konstant.

Detyra7. Té caktohen 5 anétarét e paré té vargut té dhéné me formulén

rekurente:
a') a123’ an+1=(a1)7n+2an; b) a'l:_g; a'n+l= anill
Zgjidhja.
a) a2=(a1)1+2-a1=31+2-3=%+6=%
1Y .19 1+6-19 115
=@)’+2-a,=|=| +2-== =
2= () +2a, @ 9 16 1
a =(a)'+2- _i+2-115_1+6-115_@
=& &= 27 27
1 2691 1+6-691 4147
% =(@) ‘81 27 81 81
1 1 1 3
b :_31a = :__ya- =, =
) a 2 333 5 7 a 11

Detyra8. Vargu (a,) éshté dhéné si vijon

k+2
a1:2’ak+1:T'ak'

Té vértetohet se a, =n(n+1).
Zgjidhja.
Vértetimin do ta kryejmé me induksion matematik.
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1+2
a2:a1+1:—1 8123226

Poashtu a, =2-(2+1) =6.

Supozojmé se pohimi éshté i sakté pér n =Kk.
Prasevlen a =k(k +1).

Tregojmé saktésiné e pohimit pér n =k +1.
Pra, tregojmé se a, , = (k +1)(k + 2). Vérteté

a., =%-ak =%k(k +1) =(k+)(k+2).

Detyra9. Vargu (a,) éshté i dhéné si vijon:
a,=la,=24a =(n-1)-(a,,+a,,) n=3.
Té caktohet anétari i pérgjithshém i vargut.

Zgjidhja.

Pér n=3 merret a, =(3-1)-(a, +a,)=2-(1+2) =6.

Pér n=4 merret a, =3-(6+2) =24.

Pér n=5 merret a, =4-(24+6) =120.

Vérejmé se anétarét e mésipérm mund té shprehen si vijon:

a, =3la, =4!,a, =5!

Prej kétu merret ideja gé té supozojmé se a, =nl. Kété e vértetojmé me ané té

induksionit matematik.

Pohimi éshté i garté pér k =1,k = 2.

Supozojmése a,, =(n-Dla ,=(n-2).

Atéheré
a,=Mn-)(n-YH+(n-2)1

=(=-D(n-D(h-2)4+ (n-2)N
=(n-D((n-2)(n-1+1)
=n(n-1)(n-21)=nl.
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6 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

Detyra pér ushtrime té pavarura.
1. Té caktohet anétari i pérgjithshém i vargjeve:

a) 1,37153]1,... C) 9,99,999,9999, ...
b) 0,3,8,15,24,... d 1-11-1..
2. Té caktohet anétari i pérgjithshém i vargjeve:
g 111l by =23
248 234
C) 100,97,93,88,82,... d) 2.1,3.2,5.3,85,...

3. Té paragiten nga pesé anétaré té vargjeve té dhéna me anétarin e
pérgjithshém:

n-1
a) a = 3—(%) : b) a, =cos" nr;
C) a, =a+—n+1sinn—n; d) . zsmnx;
n+1 2 n
n®-1 n'n
e a = : f a =cos—+(-1D";
) A= ) a,=cos— =+ (-1)
9 a=(D"2 -1 hy a,=(CD"
i) a, = (-1
Cilat nga vargjet e dnhéna jané vargje konstante?
. (n-1°* ..
4. Nése a, = P té caktohet a,,a,,a,.
5. Nése a, =@ té caktohet a_,,a ,,a’,a,.
n!
6. Vargu (a,) éshté dhéné me anétarin e pérgjithshém a, = ﬁ
n+

a)  Té caktohen pesé anétarét e vargut (b,) té dhéné me
bn = (a'n)2 - an—l

b)  Té caktohen pesé anétarét e vargut (c,) té dhéné me

2
n+1

c,=b,_,-a +a’, -b? ku (b,) éshté vargu i pérkufizuar né rastin a).
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VARGJET NUMERIKE 7

7. Té caktohen pesé anétarét e vargut té dhéné me formulat rekurente:
a) a =3 a, = ajfl +(n _1)(an—1 +1)2

b) a=(-2)"a=na=(@,+a_) +%

2n-1
0 a=-iia=i an=[£—1j +ag2.

8. Eshté dhéné vargu (a,) me anétarin e pérgjithshém a,_ =+/n° +1. Prej té
cilit anétar, anétarét e vargut do té jené mé té médhenj se 100?

9. Té vértetohet se vargu (a,) me anétarin e pérgjithshém a =2""+1
plotéson relacionin a, =3a, , —2a, ,, pér¢do n>2.

10.  Té caktohet anétari i pérgjithshém i vargut (a,) nése
a,,=3a —-2a,, a,=2,a=3.

n-11
2. Vargjet monotone

Vargu (a,) éshté:
a)  monoton rrités nése Vvne N, a, <a_,.
b)  monoton zvogélues nése Vne N, a, >a_,,.
c)  monoton jo zvogélues nése Vne N, a, <a_,,.
d)  monoton jo rritésnése vne N, a >a,,.

Vargu gé plotéson njérin nga kushtet a) — d) quhet varg monoton.

Detyra 10. Té tregohet se vargu (a,) i dhéné me (termin) anétarin e

pérgjithshém a, el ne N éshté monoton rrités.
n+

Zgjidhja.
Duhet té tregojmé se Vne N, a, <a,,,.

Nga & <& rriedh se

a-a, <0 1)
ose

& <1 (nése a,,>0) 2

n+1
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8 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

Pra, mjafton gé té tregojmé se vlen njéri nga relacionet (1) ose (2).
Le té tregojmé p.sh. se vlen (1).

n n+1
a'n= ' n+l= '
n+1 n+2

— 2 —

a—a n n+l_n(n+2)-(n+1)° _ 1

= = = <0.
"™ n+l n+2 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)

Pra, vargu (&,)éshté monoton rrités.
Shénim. Provoni té tregoni se vargu éshté monoton rrités duke vértetuar
relacionin (2).

n

Detyra 11. Tregoni se vargu a, =

n>9 éshté monoton zvogélues.

nt’

Zgjidhja.
Duhet té tregojmé se pér¢do n>9, a, > a,,.
Nga a, >a,_,, rrjedh se:

a'n - a'n+1 > O (1)
ose

a )

—>1 (nése a,,, > 0) 2

n+1
Le té tregojmé se vlen (2)
4 - 0™ 10"-10
" (n+D)! (n+Dn!

Atéheré
10"
a :—nn! =—n+1>1,pérn>9.
a, 10710 10
(n+1)n!

Pra, vargu éshté monoton zvogélues.
Shénim. Tregoni se vargu éshté monoton zvogélues, duke treguar se vilen (1).

Detyra 12. Té vértetohet se vargu a, = (1+£) , ne N éshté monoton rrités.
n
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Zgjidhja.
n n+l n+l n
wood) o) (5R) A()
n n+1 n+1 n

n+2 n+l (n+2)n+l
2, _\n+l) _ (n+)™ _ n"(n+2™ _ n"(n+2)" n+l

a, (n+1j” (h+1)"  (n+D)"(n+D™  (n+D)*)™ n
n n

_(n(n+2)]n+l. n+1_(n2 +2n+1—1jn+l n+l

| (n+1)? n (n+1)? n

(1 Y et
n+1)? n

Zbatojmé mosbaraziné e Bernulit:

n+l
(vneN), [1-—2 | spo M, 10
n+ n+ n+l1 n+
(n+1) (n+1) 1 1
i a
Prandaj, (Vne N), n—*1>L-n—+1=1.
a n+l1 n

n

D.m.th. a , >a pérkatésisht a <a_,. Pra, vargu éshté monoton rrités,

n+l*

Detyra 13. Té vértetohet se nése vargu LZ—”J,(bn >0) éshté monoton

n

zvogélues atéheré edhe vargu me termin e pérgjithshém
_a+a, +.+a
" b +b,+..+b,
éshté monoton zvogeélues.
Zgjidhja.

! . o
Le té jeté [b—”J varg monoton zvogélues. Atéheré

n

al a a a'n+1

2> 25 >
b b, b b

n n+l

Pra, Vie{l,2,...,n} vien:
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% S8 gge megé (b, > 0)

i n+1

b

a'i .bn+1 > a'n+1 "M
Pra,
albn+l >a bl

b,

n+1

az bn+1 > an+1

ab

nn+l bﬂ

Pasi té mblidhen ané pér ané mosbarazité e mésipérme merret:

>a

n+1

(a,+a,+..+a,)b

n+1

>(b, +b,+...+b)a,
prandaj,
a,(+b,+..+b)-(a +a,+..+a,)b,,, <0.
Shqgyrtojmé ndryshimin:
_atateta +a, a+a t.tad,
" b +b,+..+b +b,, b +b +..+b

n+1

(g +.t+a)b +..+b)+a (b +..+b)-(a +..+a )b +..+b)-b (& +..+a))
- (b, +..+b +b_ )b +..+b)

B a,,([b+b,+..+b)-(a,+a,+..+a,)b,, <0

(b, +b, +...+b, +b, )b +b, +...+b,)

Pra, x.., —X, <0 prejnga X, >X.,.

Pra vargu X, éshté varg monoton zvogélues.

Detyra 14. Té vértetohet se vargu X, = Ll +ﬂ nuk éshté monoton.
n+ n
Zgjidhja.
Le té jeté n numér ¢ift, pra n =2k, k € N.
Atéheré
_1)2k
« —x = 1 N D™ 1 1

n = Aok T - + .
2k +1 2k 2k +1 2k
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(_1)2k+1 l 1
Xn+l = X2k+1 + = -
2k+1 2k+2 2k+1
Prandaj
VRV SRS SRR S 3
Mot e TEC ok 42 2k+1 2k +1 2k

1 1 2 2k-2k-2 2 1 2

== = - =— - <0
2k+2 2k 2k+1 2k(2k+2) 2k+1  k(2k+2) 2k+1

Pra X, > X ,.
Le té jeté n numér tek, pra n=2k -1, k e N.
Atéheré

1 D** 1 1
Xn = X2k71 = + = .
2k-1+1 2k-1 2k 2k-1

2k
NI S A S

X - .
* 2k+1 2k 2k+1 2k

=X

n+l 2k-1e1 T

Prandaj,
1 1 1 1 1 1
X,y — X, = +——= = + >
2k+1 2k 2k 2k-1 2k+1 2k-1
Pra x, <X, .
D.m.th. pér n =2k, X, > X

0.

pér n=2k -1, X, <X_,.

n+l?

Pérfundojmé se vargu i dhéné nuk éshté monoton.

Detyra pér ushtrime té pavarura
1

11. Té tregohet se vargu a, = o ne N éshté monoton zvogélues.
n

Té shqgyrtohet monotonia e vargjeve:

12. a, =n—1. 13. a,= n . 14. a,= 3n2 1.
n+1 n+1 n°+1
1 n®
15. an:1+3—n. 16. a”:n2+5
17. Provoni nése vargjet:
3"+1.
a) an = 3n 1
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12 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura
1. T n
b) a, =(-1)"| =sin(2n+1)—=—-——cos(n- =z
n 2 n+l

jané monotono zvogéluese.

18. Té tregohet se vargjet:
(n+D! 1
a) a,= T b) a,=In Z_H
jané monoton rritése.
5n
19. Té tregohet se vargu a, = — n>5ne N éshté monotono zvogélues.
n!
20. Té shqyrtohet monotonia e vargjeve
2 2
n“+a
a) an:\/n+1—\/ﬁ; b) a,=———.
n
. ) a e e
21. Té tregohet se nése vargu (b—”J b, > 0 éshté monoton rrités, atéheré edhe
+a,+..+a -
vargu X, 8T8 T8 e monoton rrités.
b +b, +...+b,

22.  Tregoni se vargu a, =logn, éshté varg monoton rrités.
3. Kufizueshmeéria e vargjeve

a)  Vargu (a,) éshté i kufizuar nga sipér nése ekziston numri real M i
tillegé a, <M, VneN.

b)  Vargu (a,) éshté i kufizuar nga poshté nése ekziston numri real m i
tillegé m<a,, vneN.

c) Vargu (a,) éshté i kufizuar nése éshté i kufizuar nga poshté dhe

nga sipér. Pra, vargu éshté i kufizuar, nése ekziston numri real
pozitivK i tillé gé |a, |<K, Vne N.

Detyra 15. Té tregohet se vargu a, =n—+’i éshté i kufizuar.
n+

Zgjidhja.
Pér té treguar se vargu (a,) éshté i kufizuar duhet té tregojmé se | a, |< K, ku K
éshté numér real.
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Kemi:

|n+3|_|n+1+2|_ L2 | | 2 |_
|n+1|_| n+1 |_ n+1| |n+1| n+1

la, =

sepse ilgl. Pra, meqgé |a, |[< 2 pérfundojmé se vargu éshté i kufizuar.

n+
iy . . ()" -1
Detyra 16. Té shqyrtohet kufizueshméria e vargut a, = o
Zgjidhja.
Meqé
a |C 1>"—1|:|<—1>“+(_1jgﬂ (&)
| n | [ n n n n
:w+£:1+£:ggz’
n n n n n
pérfundojmé se vargu éshté i kufizuar.
. nm
sin—
Detyra 17. Té tregohet se vargu a, = I , N=2,3,... éshté i kufizuar.
ogn
Zgjidhja.
Meqé
sin %
sm— .
la |- 2 < 1 < 1 -
Iogn logn  logn log2

pérfundojmé se vargu éshté i kufizuar.
Shénim.  Gjaté zgjidhjes sé detyrés zbatuam kéto rezultate:
1)

s.inm <1.
2

2) a, =logn éshté monoton rrités (shih detyrén 22) prandaj

1<1

log2<logn,n=23,...=>
logn ~ log2’

3) log2=~ 03>1:L<4
4 log2

Copyright © Armend Shabani
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14 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

[nx]

Detyra 18. Té tregohet se vargu a, == X € R éshté i kufizuar.
Zgjidhja.
Shénimi [x] - paraget funksionin “pjesa e ploté e x— it”, gé éshté funksion prej

bashkésisé sé numrave realé né bashkésiné e numrave té ploté dhe paraget vlerén
mé té vogél té ploté té numrit x qé nuk e kalon x —in.

Pra
[]:R—>N;
[XI=k e k<x<k+l keZ.
Késhtu p.sh. [2.3]=2;[3]=3; [-4]=—4;[-3.7]=-4
Le t’i kthehemi zgjidhjes sé detyrés.
Sipas pérkufizimit kemi:
[X]=k k<nx<k+1 keZ
Eshté e garté se:
nx —1<[nx] < nx

nx—1 < [nx] <y
n n

1.y
n n

X_
Meqé
1

—<1:>—£>—1:> x—£> x—1 gjegjésisht
n n n

Xx-1< x—l.
n

Pra kemi:

x—-1< M <X

n

Xx-1<a, <X

D.m.th. termat e vargut a, =M ndodhen né intervalin (x—1,x]. Pra vargu i
n

dhéné éshté i kufizuar.

Detyra 19. Té tregohet se vargu (a,) i dhéné né anétarin e pérgjithshém
a, =n’ nuk éshté i kufizuar.
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Zgjidhja.
Pér dallim nga detyrat paraprake, tani duhet té tregojmé se vargu nuk éshté i
kufizuar.

Pra, duhet té tregojmé se pér ¢farédo numri M sado té madh qé té zgjedhim,
ekziston ne N ashtugé a, > M.

Pra, gé duke filluar prej njé vlere té n — it, termat e vargut jané mé té médhenjé
se M.

Le té jeté M njé numér sado i madh.

Nga jobarazimi n*> > M merret n >JM.

Shénojmé N = [N]. Atéheré pér ¢do n>N,a, >M. Pra vargu éshté i
pakufizuar.

Le té sgarojmé kété mé tepér.

P.sh. le té jeté M =10"" (njé numér sado i madh).

Nga jobarazimi n? >10'° merret n>+/10"° =10%.

Shénojmé me M =[10"]=10.

Atéheré pér n>10";a, =n*> M.

Psh. n=10" +1 a, = (10* +1)* =10 +2-10° +1>10'° = M.

Pra, pér té gjithé numrat n>M, a, > M.

Detyra 20. Té tregohet se vargu a, =3" nuk éshté i kufizuar.
Zgjidhja.

Le té jeté M njé numér sado i madh. Nga jobarazimi
Jn'>log, M prejnga n> (log, M)>.

Shénojmé N =[(log, M)?].

Atéheré pér ¢gdo n> N vlen a, > M gé d.m.th. se vargu a_ éshté i pakufizuar.

3" > M merret

Detyra pér ushtrime té pavarura
23. A jané té kufizuara vargjet:

a) an:n-sinn—”; b) a, = (n=2,3,..).
2 0g
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16 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

24. Té vértetohet se vargu a, = 2 shté | pakufizuar.
25. Té shqyrtohet kufizueshméria e vargut a,, = W

-1)"-n+1 -
26. Té tregohet se vargu X, _ (D) -n+10 éshté i kufizuar.

Jn? +1

4. Limitii vargut

Shembulli 1. Le té jeté dhéné vargu a_ = ="
n
Pra, kemi vargun
1111
’2’ 3’4’ 5""
Fig.

Nga figura vérejmé se sa mé i madh té jeté indeksi n i kufizés a, té vargu {a },
pika pérkatése éshté ag mé afér 0.

Me fjalé té tjera, le té jeté ¢ ¢farédo numri pozitiv, sado i vogél qofté. Né
intervalin (—¢,g) gjenden té gjitha kufizat e vargut me indeks mjafté té madh,

mé té madh se ndonjé numér natyror n,.
Eshté e garté se numri n, éshté mé i madh nése numri ¢ éshté mé i vogél, pra
n, varet prej numrit €, cka do té shénojmé me n, (e).

P.sh. pér ¢ :%, n, =10, sepse né vargun e dhéné té gjitha kufizat me indeks mé

té madh se n, d.m.th. a,,a,,a,,... gjenden brenda intervalit (—%%)
(D"

P.sh. pér s:i té gjitha kufizat a, =
100 n

me indeks n>100 gjenden né

intervalin —ii qé d.m.th. n, =100.
10 10
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VARGJET NUMERIKE 17

D.m.th. nése n>100 atéheré distanca e pikave a, nga pika O do té jeté mé e

vogél se L (sepse ato pika gjenden brenda intervalit —ii e kjo d.m.th.
100 10 10

1
se |a, |<—.
100

Pra, né shembullin toné, cdoheré pér ¢ té dhéné, sado i vogél qofté ai, ekziston
numér natyroré n,(e) i tillé gé té gjitha kufizat a, té vargut plotésojné
mosharaziné: —e <a, <& pér n>n,(g).

Shénim. Numri natyror n,(e) shpesh do ta shénojmé edhe me N(g).

Shembulli 2. Le té jeté dhéné vargu a_ = 32_1.
n
Pra, kemi vargun: 1EEE
43 8
Té njehsojmeé: a,;, 8,5, 8y, Aggg» Ayego -
3-50-1 149
== " =""-1.49;
% 2.50 100
3-100-1 299
= " -—_"""-1.495
Ao 2-100 200
=2 201594 se7s:
2-200 400
8, = 3-500-1 _ 1499 _1.499;
2-500 1000
7499
a2500 Zm 214998

Sic vérehet, kéto vlera jané shumé afér numrit 1.5, d.m.th. numrit g
Né kété ményré kemi:

a, —g =la, —1.5|=1.49-1.5|=|-0.01|= 0.01;

a4, —%‘ =|-0.005|= 0.005;

3 0.0025;

Qg0 — E‘
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18 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

3
a.., ——| =0.001;
500 2‘
Q500 —g‘ =0.0002.

Shtrohet pyetja: A do té jené vlerat e kufizave té kétij vargu afér numrit g

(d.m.th. a do té jeté vlera absolute |a, —g e vogél) cdoheré kur indeksat e tyre
té jené mjafté té médha?
Té gjejmé p.sh. pér cilat vlera té indeksit n do té jeté |a, —% <0.01.
Meqé
3] _|3n-1 3| [3n-1-3n|_ 1

"2l |2n 2| 2n | 2n
atéheré duke zgjidhur mosbarazin 2_1n <0.01 kemi n>50.
Pra, pér n>50, |a, —g <0.01, d.m.th. n,(g) =50.
Né ményré analoge tregohet se pér n>500, |a, —g <0.001.
Né pérgjithési, Ve >0, sado té vogél, do té jeté|a, -3 <g pér —<g,

n

pérkatésisht pér n > i
2¢

Shembulli 3. Shqyrtojmé vargun, a, = n’, pra 1,4,9,16, 25, 36,...

Eshté e qarté se pér ¢farédo £ >0 sado i vogél qofté ai, nuk mund té gjejmé
asnjé interval me gjatési 2e né té cilin do té gjendeshin té gjithé termat e vargut
me indeks n, mé té madh se ndonjé numér natyror n, sado i madh té jeté ai.

Pérkundrazi, le té jet¢é M sado i madh. Gjithmoné ekziston njé bashkési e
pafundme kufizash té kétij vargu mé té¢ médha se M, d.m.th. varésisht nga M
ekziston numri natyroré n (M) i tillé gé pér ¢cdo n>n, (M) c¢do kufizé e vargut

a, plotéson mosbarazimin a, > M.

Nga tre shembujt e mésipérm, japim kété:
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VARGJET NUMERIKE 19

Pérkufizim. Numri a quhet limiti i vargut (a,), nése Ve >0 (sado i vogél qofté
ai), ekziston numri natyroré korrespondues n, (), i tillé gé pér té gjitha kufizat
a, tévargut (a,) me indeksin n>n () té plotésohet mosharazimi: |a, —al<e.

Simbolikisht shénojmé lima, =a, ose a —a, kuirn->ow
n—oo

Né kété rast vargu (a,) quhet konvergjent, ndérsa né té kundértén, kur numri a
nuk ekziston, vargu quhet divergjent.

Duke paragitur kufizat a, me ané té pikave né boshtin numerik, fitojmé
kuptimin gjeometrik té limitit.

Fig.

Detyra 21. Te& vértetohet né bazé té pérkufizimit se lim gn al 3 = g
now 20 4

Zgjidhja.
Duhet té tregojmé se (Ve>O0)(IN(e)) i tille gé pér n>N(e) vlen
3n+2 3‘

n+7 2
3n+2 3 _|en+4-6n-29 | 17 |__ 17
ShqyrtOJme
2| | 2@n+7) | |2(2n+7)| 22n+7)
L<a:>17<4ns+148:>4ne>17—14s:>n>17_148.
2(2n+7) 4

Pér N(g) marrim pikérisht numrin N (g) ={17_148}.

Pérfundojmeé (V8>0)(3N8)=|:17_148}) ashtu & vn>Ne) vien
3n+2 3 oo 3042 3
2n+7 nﬁw2n+7 2

Detyra22. Té tregohet se a" —0,n—>o, nése |al<l. Cfaré mund té
konkludojmé nése |a|>1?

Zgjidhja.

Sipas pérkufizimit:

(Ve>0) duhet té gjendet N(g) i tillé gé pér ¢do n>N(g) té jeté

|a"-0Ha" |Hal'<e..
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20 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

Né shprehjen |a|"< ¢ logaritmojmé me ¢’rast merret nlog |a|< loge.

loge
log|a]|

Megé |al<1l=log|al<O0, dhe loge<0=n>

Prandaj, numri i kérkuar éshté N(g) = _loge .
log|a|

Sikur |a|[>1 atéheré
lal'=(@+h)" >1+nh, n>2,h>0.

Meqé shprehja 1+ nh rritet pambarimisht me n, atéheré e zgjedhim n té tillé gé
1+nh> M, pér M sado té& madh, atéheré

|lal'>1+nh>M ose |a|'>M pér n>

D.m.th. vargu a, =a" pér |a|>1 divergjon.

Detyra 22. Té njehsohen limitet e vargjeve vijuese:

2) n“+3n-4 b  lim (n+1)(n+2)(n+3) .
nN—o 2 ! n—o !
(n+2) 0 in?+ 3042
2 4 6
3 2
0 Iimn +2n+7 d) Iimn +4

o n? 4 7n+2] ot 4]’

Zgjidhja.

Gjaté zgjidhjes do té zbatojmé rezultatin Iimﬁkz 0, pér A — numér i fundém
n—ow n

real, k e N.

a) Sé pari zbérthejmé shprehjen (n+2)°.

. n*+3n-4 . n°+3n-4
Merret lim — = lim— :
e (N4 2) e nt +2n+4

Né numérues dhe né emérues fugia mé e madhe e n — it éshté 2 (n*). Prandaj,
numeéruesin dhe eméruesin e pjesétojmé me n*. Merret

2
n"+3n-4 1+§+i2 Iim(1+3+42j
n n

2 n—o0
lim——" =lim—2 N _
e n? 4 2n+4 e, 24 2 4
— I+—+— liml1+=+—
n n n n—® n n
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VARGJET NUMERIKE 21

. .3 .4
lim1+lim—+lim—
n—o0 n~>oon n~>oon _1+0+0_

limL+ lim2 +lim 1+0+0

n—o0 n—oo n n—o0 n

b) Meqgé fugia mé e madhe e n — it éshté 3, numéruesin dhe eméruesin i
pjesétojmé me n’. Merret:

3 2
Iim(n+1)(n+2)(n+3)=Iim n°+6n°+11n+6
3 ) 5 nm» . 1, 3 5
n“+-n"+-n+— nN“+-n"+-n+—
2 4 6 2 4 6

n—o

6 11 6
1+—+—2+F
Nt n n _
=lim——3—5 -1
7_’_7
2n  4n* 6n°

c) Megé fugia mé e madhe e n — it éshté 3, numéruesin dhe eméruesin i
pjesétojmé me n’. Merret:

2 7
. n*+2n+7 . 1+n72+ﬁ 1+0+0 1
lim =lim = =Z—w
n»wn2+7n+2 n4m1+l+£ 0+0+0 O
n n* n

d) Numéruesin dhe eméruesin i pjesétojmé me n*. Kemi:

14

im™ 4 _jimn’_n* _0+0_0_

entel e, 101401
n4

Detyra pér ushtrime té pavarura
Té njehsohen limitet e vargjeve:

27, lim=—3 28, lim{NtD 1
C e 2n+5 C oo (n=1)°+1
2 2 _
2. lim"13N+12 30. limZ2 =37
e 244n-n -0 3n° 4+ 2n+7
3 4 5 6
31 lim L ANET 32, im0
= 20" —=3n° -9n e —n' —n° —n
8
33 fimL*tL 3.l +2)(n+3)
et =1 e (n+1)(n+2)(n+4)
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22 Hyrje née ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash t¢ 2gjidhura

Detyra 23. Té njehsohet lim
medn+ 2+

Zgjidhja.

Fugia mé e madhe e numrit n né numeéruesin éshté % sepse Jn = n%, po ashtu
Jn+1=(n +1)2

Po ashtu edhe né emérues fugia mé e madhe e numrit n éshté %

Prandaj, numéruesin dhe eméruesin i pjesétojmé me Jn. Merret:

\/n+ ~Jn n+1
\/7_ \ 1 - 11
I|m 2 f =lim n
n+ + fn+ + +1

Jn? +3n

Detyra 24. Té njehsohet lim

n—o 3[ 3 _2n2 '

Zgjidhja.

Megé n*> >3n, Vn >3, atéheré fugia mé e madhe e numrit n né numérues éshté
1 sepse \/n72 =n.

Po ashtu fugia mé e madhe e numrit n né emérues éshté 1 sepse n®>2n?

vn>2, si dhe %/n_3 = n. Prandaj, numéruesin dhe eméruesin i pjesétojmé me n.
Kemi:

[2 2
lim— = lim— = im1__ =1.
n—w 3 n3 _2n2 n—ow 3 n3 _2n2 n—w \ n3 _2n2 n—w \ 1_g
n 3ns n® n

3 _12n2 3f 4
Detyra 25. Té njehsohet lim- :/n 53” +7€/+7\/n +33 |
"= 4n® +2n° +1-3n" +2n° +3
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VARGJET NUMERIKE 23

Zgjidhja.
Duke vepruar si né detyrat paraprake pérfundojmé:

Né shprehjen ~/n® —3n? +7 fugia mé e madhe e n — it éshté %

Né shprehjen /n* +3 fugia mé e madhe e n — it éshté %

Né shprehjen /n°® +2n° +1 fugia mé e madhe e n — it éshté

-l>|c>
l\uloo

Né shprehjen /n” +12n° + 3 fugia mé e madhe e n — it éshté %

Pasi té krahasojmé thyesat % pérfundojmé se g éshté thyesa mé e madhe,

c.ol.b
U'Il\l

3
prandaj numéruesin dhe eméruesin e thyesés i pjesétojmé me n2 =+/n°.

Kemi:
\/n3—3n2+7+€/n4+3 lim n®-3n*+7 \/n +3
R N ) B S
== 4n° 4 2n° +1 \/n T2 43 dntron 41 %/n7+2n3+3
lim +1lim

3 2
lim [T 3T i 134 T g
nN—o0 n n—o0 n n

Yn®+2n° +1 In® +2n° +1

sepse

lim———M—— =lim——M— =lim¢ 1+£+i =1
n—ow [n3 n—oo W n—o n n6

_ Yn*+3 . (" +3)° . In*+6n*+9

lim =lim =lims

n—o n n—co 6 (n3)3 n—co n

5[ 7 3
Ngjashém tregoni se IimM =

n— \/nT
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24 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

Detyra pér ushtrime té pavarura.
T& njehsohen limitet e vargjeve:

%6, fim <2 37 Jn+1++n
> n+3+/n+4 ”””«/F Jn+l
38 i Van? +7n+3 39 i J2n*+1+n
3n°-3n° +1 n°+3+3n+2
2 3 4 3 5
40, Iim\/?,n +5n+2+\/n +2n+2. 4l lim n +7_

42 Iimi”/7n7+2n2+1+n
B (T O

\/n3 +1n+1+i/n4 +§n+1
43, lim 2 2

o \/n +3n-— 6+\/n 2n+1'

Detyra 26. Té& njehsohet limiti lim(x/n +1—\/ﬁ).

Zgjidhja.

Nése né limitin e dhéné zévendésojmé drejtpérdrejté me n — oo merret forma e
pacaktuar (oo —c0).

Né raste té tilla e racionalizojmé shprehjen e dhéné, shprehja shumézohet dhe

pjesétohet me (vn+1++/n).

| ey oy vi)
(1= =lim = e

=lim n+i-n =lim =0.

e fntl+/n e \/n+1+f
Detyra 27. Té njehsohet lim({/1-n® +n).
Zgjidhja.
Sé pari shprehjen e dhéné e paragesim né trajtén

limE1-n* +n) = lim1-n° +3n).

Pérkujtojmé formulén a°® +b® = (a+b)(a* — 2ab +b?).

Nése merren zévendésimet 3/1—-n® =a; In® =h.
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VARGJET NUMERIKE 25

Prandaj, racionalizimin e shprehjes sé& dhéné e bé&jmé duke shumézuar dhe

TAcA 3\2)2 3 3 3/K3 3/n3)2 .
pjesétuar me (é/(l—r: )7) —\/1;n -@ﬂ\/g) . Merret:

+3)(@Ea-n®))? —h—r® 0 + @y’
Gh-n*)? —:h—n® -3n + @3n)

im QA=)+ @y’

" ({1-n®) —1-n® n® + @n°)

. 1
=lim

=0.
m(1-nt) —3-nt -+ @ty

3f1_ 3
|nim(%/1—n3+%/F)=|nim( 1-n

Arsyetoni.

Detyra 28. Té njehsohet limn?(n—+/n* +1).
Zgjidhja.
Racionalizojmé shprehjen e dhéné:

n’(n—+/n” +1)(n++/n° +1)

_lim n’(n” —(n* +1))

lim

noe n++/n? +1 > naan?+1
n2
lim— " im— " gy
n—>oon+ In2+1 n—o n N an +1 n—>oo£+ 1+i
n? n2 n \" n

Detyra pér ushtrime té pavarura.
T& njehsohen limitet

4. limC2 *3
n—o0 (_2)n+ +3n+

I

45. lim(vn? +2n+2 —~/n2 —4n + 3).

n—oo

47. m(\/n+3—ﬁ).

6. lim(¥/n*-n? —n).

48. lim(van+b —+an+c),a>0. 49, Iim—2+§_gn,
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26 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

. n-sinn! A L
50. lim———. 51 lim2 ">
n»>o nN°+1 nswo 2" 43

52.  lim(n+4—+n);

53, Lm(\/an +b—+/an+c), a>0,b,c numra real t& fundmé;
54, ym(m—n); 55. m(m—nﬁ);

56.  lim(I/n’ +8—n); 57 lim(/(n-4)" —3(n+4)").

Detyra 29. Té& njehsohet
i l+a+a’+..+a"
e 1+ b +b? +..+b"

lall, |bl<1.

Zgjidhja.

Anétarét e shumés né numérues dhe né emérues paragesin anétar té vargut
gjeometrik.

Le té njehsojmé shumén né numérues.

Le té shénojmé

S, =1+a+a’+..+a" "' +a" (@))
Té dy anét e relacionit (1) i shumézojmé me a.
Merret?

a-S =a+a’+a’+..+a"+a™ 2

Duke zbritur nga (1) relacionin (2) merret:
S, —asS, =1-a"*;

S,(1-a)=1-a"";

1_an+l
" l-a

Ngjashém, nése T =1+b+b*+...+b" merret

') Nése do té kishim shumén S =a +aq+aq”+..+a,q", atéheré duke vepruar
1_ qn+1

ngjashém do té merret S, =&, q<l

Copyright © Armend Shabani



VARGJET NUMERIKE
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n+l
Tnzl_b :
1-b
Prandaj
1_an+l
2 n s _ _an+#l
Iiml+a+az+...+a _lim 1_;11 1 b-li 1-a 1
e 1+b+b* +..+b" m=1-b l1-a m=1-b"™
1-b

n+l

1-p 1-lima™ 1_p
“1-a 1-limb™ 1-a

n—o0

sepse lima™ =0 pasi |a|<1, e poashtu limb"™ =0, |b|<1.
Detyra 30. Té njehsohen limitet:

1+2+3+...4+n

P+2°+3 +..+n*

a lim X b lim
) n*+n+1 )l n*+n*+n+1
. P+22+3F+.4n
c) lim 1
x>e]1-2n+3n°+n°—n
Zgjidhja.
a) Né detyrén 1 tek induksioni matematik treguam se
1+2+...+n=w.
Prandaj kemi:
n(n+1)
. 14+2+..4+0n . 2 : n*+n 1
lim =lim =

+n+l  men?4n+l =202 4+2n+2 2

n—ow n

b) Udhézim. Zbatohet fakti q¢ 12 + 2% +...+n? = 2O FDEIHY i detvren

6
1
4 fage 11). Rez. .

2
¢) Udhézim. Zbatohet fakti qé 1° +2° +3° +...+n° = (@j , (shih detyrén

24 fage 12). Rez. —%.

Detyra 31. Té njehsohet lim(x/a-%a-%a-..-3/a), a éshté numér i fundmé

real.
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28 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura
Zgjidhja.

111 1
T A
2 48 2"

1 1 1

1 —
limWa-¥a-%a-..-¥a=lim@?-a*-a°-...a? ) =lima
X—0 X—>00 X—>00

1—j 1

. . I
=lima ? =lima ¢ =a.

X—0 X—>0

T
A
s

N

| =

Shénim: Gjaté zgjidhjes sé detyrés zbatuam formulén pér shumén e vargut
gjeometrik.

-1
Sn :l+l+£+ i:l 2n _1_i_
248 T2 2 12

2

Detyra 32. Té njehsohet lim i+i+...+ ! :
w=\1.2 2.3 n(n+1)

Zgjidhja.

Le té transformojmé anétarin e pérgjithshém ! :
n(n+1)

1__A, B "

n(n+1) “honil

Te anét e relacionit (1) i shumézojmé me n(n+1) merret:

1= A(n+1)+ Bn pérkatésisht

1=(A+B)n+ A
Shprehjen e fundit mund ta shkruajmé né trajtén.

0-n+1=(A+B)n+A 2
Relacioni (2) vlen nése

A+B=0
A=1.

Prej nga merret A=1, B =-1.

Pra
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111

1.2 1 2

111

2-3 2 3

1 11

- - )

34 3 4 3)
1 _l_ 1

nn+l) n n+l1

Duke mbledhur ané pér ané relacionet né (3) merret:
1 1 1 1 1
—t—t—+...+ =1- ,
1.2 2.3 3-4 n(n+1) n+1
prandaj

. 1 1 1 . 1
lim| —+—+..+ =lim|1-- -1,
(1.2 2.3 n(n+1) ) =~ n+1

Detyra 33. Té njehsohet Iim(l+2_32+i+m+ Zn_lj.

n—w 23 2n
Zgjidhja.
Letéjets S, ==+~ + > 4.+ 201
2 2° 2 2"
Atéheré
1 1 3 5 2n-3 2n-1
=S, =Sttt ——t——.
27" 22 22 2 2
Merret
1 1 (3 1 5 3 2n-1 2n-3) 2n-1
SimoS =St e |t e o Tt - o
2 2 2 2 2 2 n 2” 2n+
1 2 2 2 2 2n-1
==t —F—t—t..t——
2 22 23 24 2n 2n+1
1 [1 1 1) 2n-1
=—+ _+—2+...+? i
2 \2 2 2 2
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30 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

1
1 1 17 ot 2n-1 .
S|l1-=|==+=-—%————" prej nga merret
“( 2)221_1 2mt PreJng
2
1
1 -
ol 2n-1
S, =1+ 1 =
2

Pra

|im(1+23+3+...+ 22;1): lims, = Iim(1+ 2[1— L )— 2”‘1J

n—w n—w 2""1 2"

n—o0

=1+2Iim(1— 1 J—Iim 22;1:1+2=3.

2”71 n—oo

Shénim. Provoni té tregoni se Iim% =0.

n—o

Detyra pér ushtrime té pavarura.
T& njehsohen limitet e vargjeve:

58. |imH(1—i2j.
N o k

50. lim 5—1—%—...—%}
n(P T2 2 T

. 1 1 1 1
60. lim{l-=4+—=——+..+(-1 R — .
Nes 2 22 23 ( ) 2n—1j

61. lim 1+1+...+i).
n>o\3 9 3"

. 27 27 27
62. lim + >+t — |
n—o{ 100 100 100

1 2 3 n—lj

63. lim| =+—=—+—+..+
Ne—s oo r]2 n2 r]2 r]2
. l+a+a’+..+a"
64. lim

oo, 1 1 1
I+ —+—+.+—
4 4 4
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n n
65. lim——. 66. lim—>
n»>o]+a n>»o]1+a

2n "
67. Vargu i numrave a,,a,,... merret sipas késaj rregulle:

"  Q,,d jané numra té dhéné.
= secili anétar tjetér éshté gjysma e shumés sé dy anétaréve paraprak.

a) Téshprehet a, pérmes a, dhe a,.
b) Té njehsohet lima,.
n—o

n+2

68. Nése S, = té njehsohet @, dhe S =1imS..

2” n—oo

Té njehsohen limitet:

69. Iiml((x+ij2 +(x +§jz +...+(X+Mj2].
N n n n

2, 2 12
70, lim L3+t (2n-1) 71. lim

P+42+7+.+0Bn-2)°

oo 224+ 4% . +(2n)? n>n 14447 +..4+(3n-2)

72. rl‘i%r?o\/a\/a\/a-...-\/g (n — rrénjé).
73, Iim\/a\/b\/a\/b-...-m (2n = rrénjé).

n—oo

. 1-2+3-4+..—2n
m )

74. li
N Jn?+1
- Iiml-2+2-3+3-nif+...+ n(n+1)'

s s 3))

77. lim arctanlJrarctanl+...+arctani2 :
2 8 2n

n—oo

1+2+...+n
—_—

78. lim

n—o n
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32 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

79. lim

n—oo

(1+3+...+(2n—1) ~2n +1)
n+1 2 )

k
g0, lim *AN .t o )
rHcobn +bn""+..+b,
2 2 LY
81. I|m(1—+2—+ +(n 31) j
n—oo n n n
82. |.m(1_3+§_ +(- 1)“”)
n—oo n n

s il L |

84. lim(L+x)-(L+X?)-(@+Xx*) +.c+ @+ X", x|< 1.

] X X X
85. limcos—-coS—-...-COS—.

e 2 4 2"

Duke zbatuar relacionin

Iim(1+1jn =e (D)
>0 n

té njehsohen limitet vijuese:

Detyra 34. a) Iim(1+ij ; b) Iim(l—lj .
n—w 2n n—eo n
Zgjidhja.
a) Shprehjen Inim(1+2—1nJ e transformojmé né ményré gé ta zbatojmé rezultatin

(1). Merret:

1 Zn% 1 2n 2 1
Iim(1+—j = Iim(1+—j =e2,
N 2n N 2n
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VARGJET NUMERIKE 33

1Y) 1 (-n)(-1) 1 Em D
b) Iim(l——j =Iim[1+—J = Iim(l+—} =e™
n—w n n—>o (_n) n—ow (_n)

2

2 n°+1
Detyra 35. Iim(n +4j .

n—oo 2

n° -4
Zgjidhja.

n°+4

Q& té mund té zbatojmé rezultatin (1) shprehjes T

I shtojmé dhe i zbresim

numrin 1. Merret:

2 n?+1 2 n?41 2 2 n?4+1
Iim(n +4j =Iim(1+n2+j—1j =|im[1+wj

n—om n2 _4 n—o

n?+1
=Iim(1+ 28 j :
ines n°-—4

Le té krahasojmé limitet:

n?41 n
Iim[1+ 28 ) Iim(1+lj =e
n—»o n- -4 n—ow n

Pra, gé té kemi njé “ngjashméri” duhet gé shprehjen

ta shénojmé né

- 1
trajtén ———. Merret:
-4
8
8 2
-(n°+1)
% +1
: 8 V. 1 : 1
lim| 1+— =lim| 1+—; =|lim| 1+—
n—w n- -4 n—w n° -4 n—w n° -4
8 8
- 8(n?+1)
:ehminz% :es.

Shénim. Zbatuam faktin gé: limK® = K"'ma" , K —konstante.
Detyra 36. limn-(In(n+1)—Inn).
Zgjidhja.
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34 Hyrje né ANALIZEN MATEMATIKE I — Pérmbledhje detyrash té 3gjidhura

Zbatojmé vetité e logaritmeve: 1) Ina—lnazln%; 2) x-Ina=Ina*. Merret:
limn(In(n+1)—In n):Iimn(lnn—HJ:Iimn[In(HlD:IimIn(1+£j
nN—o0 n—oo n n—o0 n N—o0 n

= In[lim[l+£j J: Ine=1.
n—oo n

Detyra pér ushtrime té pavarura:
Té njehsohen limitet

86. |im(1+ﬁj aeR. 87. |im£1—i2j .
n—o0 n n—oo n

n n+10

88. lim L) 89. |im£1+1) .
noo\ n+1 n—o n

1y In£1+j
90. Iim(l——j. 91. lim—— "/

fim| -3, M
n
n \/7 n+4
92. lim 1+izj. 93. Iim[l——zJ .
noe n noe n+3

96. lim

(
oa. tin[ 222 o5, .im[ L+ ]
(

n? —3n +7Jn+2
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