
2. Integrimi me metodën e zëvendësimit
Duke zbatuar metodën e zëvendësimit të njehsohen integralet:

1. 7(1 ) .x dx 2. 6(3 2 ) .x dx 3. 1 .xdx 4. 4 1 .x dx
Zgjidhja.

1.
8 8

7 71 (1 )(1 ) .
8 8

x t t xx dx t dt C C
dx dt
  

      
 

2. 6 6 6
3 2

1 1(3 2 ) 2
2 21

2

x t
x dx dx dt t dt t dt

dx dt

 
         
 

 

  

7 7 71 (3 2 )
2 7 14 14
t t xC C C

        

3. Mënyra e parë:
1 11 2

2

1
1 ( ) 1 1

2

x t
tx dx dx dt t dt t dt C

dx dt

 
          

 
  

2
332 2 (1 ) .

3 3
t C x C      

Mënyra e dytë:
2

2 3

1
211 ( 2 ) 2
32

2

x t
t xx dx t t dt t dt t C
dx tdt
dx tdt

 

         
 

 

  

32 (1 ) .
3

x C   

4.
4 4 3 44

3

1 11 4 4
4

x t t xxdx t t dt t dt
dx t dt
    

    
  
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5
5444 (1 ) .

5 5
t C x C      

Detyra për ushtrime
Të njehsohen integralet:

1. 5(1 2 ) .x dx 2.
42 .

3
x dx  

  3. 1 .
2
x dx

4. 3 1 3 .x dx 5. 5 5 1 .x dx 6. ( 1 1) .x x dx  
7. 3 3((1 ) 1 ) .x x dx  

Të njehsohen integralet:

5. 2
2 1 .

3
x dx

x x


  6.
3

4 .
1

x dx
x  7. 21 2 .x x dx 

8. 2 31 .x x dx  9.
2

3

3 .
2

x dx
x



Zgjidhja.

5.
2

2
2

32 1 ln| | ln( 3) .
3 (2 1)

x x tx dtdx t x x C
tx x x dx dt

  
      

    

6.

4
3

3
4

3

11
1 144 ln| |
4 41 1

4

x t dtx dtdx x dx dt t
t tx

x dx dt

 

    




  
4ln( 1) .
4
x C

 

7.

2 2 2

2
1 2 1 2

11 2 4 2
21

2

x t t x
x x dx xdx tdt t t dt

xdx tdt

    
     



 

3
2 31 1 (1 2 ) .

2 3 6
t x C    
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8.

3 2 3
3

3 2 2

2

1 1
2 21 3 2
3 3 32

3

x t t x
tx x dx x dx tdt t tdt C

x dx tdt

    

        



 

3 32 (1 )
9

x C  

9.
3 32 3

3 2

2 2; 23
2 3

x t x t t xx dx
x dx t dt

      


 
3 2

2 6 3( 2) 3 3 3 ( 4 4 3)t t dt t t t dt
t

 
       

8 5 2
7 43 ( 4 ) 3 12 3

8 5 2
t t tt t t dt        

8 5 23 3 33 12 3( 2) ( 2) ( 2) .
8 5 2

x x x C      

Detyra plotësuese
Të njehsohen integralet

8. 2
2 1 .

4
x dx

x x


  9. 2
2 3 .

3 1
x dx

x x


  10.
5

6 .
1

x dx
x 

11. 2
2

1
x a dx

x ax


  , a-const.12.
3

4
2 .

4 1
x dx
x  13. 2 .

3
x dx
x



14. 21 .x x dx  15. 22 3 .x x dx  16.
2

23

( 1) .
1

x x dx
x






17. 2 32 5 .x x dx  18.
2

2

3 .
5 2

x x dx
x x

 
    



Të njehsohen integralet:

10. .
1 1
dx

x x   11.
2

1 .
1
x dx
x






12. 1 .
1

x dx
x


 13.

2
.

1
dx

x x 

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Zgjidhja.

10. Pas racionalizimit të emëruesit kemi:
1 1 1

1 1 1 1 1 1
dx x xI dx

x x x x x x
  

  
         

1 1 1 1
1 ( 1) 2

x x x xdx dx
x x
     

 
   

 1 1 1
2

x dx x dx     1 2
1 ( )
2
I I  ,

ku 1 21 ; 1 .I x dx I x dx    
Zgjidhim veçmas integralet 1 2, .I I  Merret:

2
3

3
1

1
21 1 2 2 ( 1) .

3 32

x t
tI x dx t x t tdt x C

dx tdt

 

           


 

2
3

3
2

1
21 1 2 2 ( 1) .

3 32

x t
tI x dx t x t tdt x C

dx tdt

 

           


 

Pra

 3 3 3 31 2 2 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) .
2 3 3 3

I x x C x x C           
 

11. 12 2 2

1 arcsin .
1 1 1
x dx xdxI dx x I
x x x


    

  
  

2 2

2
1 2

1
2 2 1

1

x t
xdx tdtI xdx tdt dt t x

tx xdx tdt

 


           
  

  

Pra, 2arcsin 1I x x C   
12. Pasi të kryejmë racionalizimin merret

2

1 1 1 1 .
1 1 1 1

x x x xdx dx dx
x x x x

   
  

   
  
Integrali që morëm është i ngjashëm me integralin e detyrës
paraprake.

Pas zgjidhjes merret 21 arcsin 1 .
1

x dx x x C
x


   


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13.
2 2

2
2

11 11 | | 1

dx dx dx
x x x x x xx x

 
           

  

2 2
2

1
sgn1 1sgn 1 1

dx dx
x

x x x x
x x

  
        
   

 

2 2
2 2

1

sgn sgn
1 111

tdx dtxx x
tdtx xx




   
     

 

 

1sgn arcsin sgn arcsin .x t C x C
x

       

Detyra për ushtrime
Të njehsohen integralet:

19. .
1 1
dx

x x   20. .
2 1 2 1

dx
x x   21.

2

3
2 .

1

x

dx
x






22.
2

1
3 .

1 (2 )

x

dx
x




 23.

2

1 .
1 9
x dx

x



 24.

2

1 .
1 4

x dx
x






25. 1 .
1

xdx
x


 26.

4 2
.xdx

x x 27.
2

.
1

dx
x x 


Të njehsohen integralet:

14. .
(1 2 ln )
dx

x x 15.
2

.
1 ln
dx

x x
 16. .

ln ln(ln )
dx

x x x

17. 2 .
cos ln
dx

x x 18. 2
1 1ln .

11
x dx
xx




19.
2

2
ln( 1 ) .

1
x x dx

x
 

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Zgjidhja.

14.
(1 2 ln ) 1 1 ln| |1(1 2 ln ) 2 2

2

x tdx dt tdxx x tdt
x

 
  

  

1 ln|1 2ln | .
2

x C  

15.
2 2

ln
arcsin arcsin(ln ) .

1 - ln 1

x tdx dt t C x Cdx dtx x tx


     

 
 

16.
ln(ln )

ln| | ln|ln(ln )| .
ln ln(ln )

ln

x udx du u C x Cdxx x x udu
x x


     

 

17. 2 2

ln
tan tan(ln ) .

cos ln cos

x tdx dt t C x Cdxx x tdt
x


     

 

18. 2
1 1ln

11
xI dx
xx





Zëvendësojmë 1ln

1
x u
x





Pas diferencimit merret:

'1 1
1 1
1

x dx dux x
x

     


' '

2
1 (1 ) (1 ) (1 )(1 )
1 (1 )

x x x x x dx du
x x

     
 

 
1 1 (1 )( 1)

1 1
x x dx du

x x
   

 
 

2
1 1

1
x x dx du
x

  




2
1 1

1 2
dx du

x



Pra, kemi:

2

2
2

1ln
1 11 ln .

2 4 4 4 1

x
du u xxI u C

x

 
       


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19.
2 2

2 2

ln( 1 ) ln( 1 )
1 1
x x x xI dx dx

x x
   

 
 

 

Zëvendësojmë 2ln( 1 )x x u  
Pas diferencimit merret:

2 '

2

( 1 )
1

x x dx du
x x
 


 

2

2

1
1
1

x
x dx du

x x


 

 
2

2

2

1
1

1

x x
x dx du

x x

 

 
 

Pra
2

.
1
dx du
x




Merret:
3

1 2
3 22 2 ln ( 1 ) .3 3

2

uI udu u du x x C       

Detyra për ushtrime
Të njehsohen integralet:

28. .
2 (ln 1)

dx
x x  29. .

1 ln
dx

x x 30. sin .
ln(cos )

x dx
x

31. cos .
ln(sin )

x dx
x 32. 2 .

cos ln(ctg )
dx
x x 33. 2 .

sin ln
dx

x x

34. 2
1 1ln .

11
x dx
xx


 35.

2

2
ln( 1 ) .

1
x x dx

x
 


Të njehsohen integralet:

20. cos sin .xe x dx 21. 1 .
x

x
e dx
e x


 22. .1

2

x

x

e dx
e 
 23. 32 .xx e dx
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24.
1

2 .
xe dx
x 25. .x x

dx
e e 26. .

1

x

x

e dx
e 



Zgjidhja.

20. cos coscossin .
sin

x t t xx t
e xdx e dt e e C

xdx dt


       
  

21. 1 ln| | ln| | .
( 1)

xx
x

x x

e x te dtdx t e x C
te x e dx dt

 
     

   

22.
1 1ln| | ln .21 2

2

xx
x

x x

e te dtdx t e C
te e dx dt

         
  

 

23. 3 3

3

2 2

2

1 1 13 .
3 3 31

3

x t t x

x t
x e dx x dx dt e dt e e C

x dx dt

 

 

         

 

 

24.
1

1

2

2

1

.
1

x
t t x

te xdx e dt e e C
x dx dt

x


       
  

 

25. 2 21 1 1
x

x x x x
x

x x

dx dx dx e dx
e e e ee

e e

   
  

   

2 2 arctan arctan .
( ) 1 1

xx
x

x x

e te dx dt t e C
e te dx dt


     

  

26.
2 21 1

1 2

x x x

x x

e tdte t t edx
te e dx tdt

      
 

  2 1 .xe C 

Detyra për ushtrime
Të njehsohen integralet:

36. sin cos .xe xdx 37.
tg

2 .
cos

xe dx
x 38. .

1x
dx

e 
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39.
2

2
2 1 .

x

x
e dx
e x


 40. 32 2 .xx e dx 41. 2 2 .x axe dx

42.
3

.
3

x

x

e dx
e 



Të njehsohen integralet:

27. 2 2 .dx
x a 28.

2

6 .
9
x dx
x 29. 2

8 3 .
7

x dx
x




Zgjidhja.

27.
2

2 2 2 2 2 2 2 2

2

1 1
1

1

dx x tdx dx adta ax a x a a a tx dx adt
a a


  

     
 

   

2
1 1 1arctan arctan .

1
dt xt C

a a a at
   



28.

3
2 2

2
6 2 3 2 2 2 2 2

2

133 .
39 3 ( ) 3 3

3

dtx t
x dx x dx dtI x dx dt
x x t tdtx dx



     
   



   

Në bazë të detyrës paraprake
3

1 12 2
1 1arctan arctan .
3 3 3 33

dt t xC C
t

   


Pra
31 arctan .

9 3
xI C 

29. 1 22 2 2 2
8 3 88 3 8 3 ,

7 7 ( 7)
x x dxdx dx I I
x x x


    

     ku

1 22 2 2
;

7 ( 7)
xdx dxI I
x x

 
  

2

2
1 2

7
1 1 12 ln| | ln( 7).
2 2 27

2

x t
xdx dtI xdx dt t x

tx dtxdx

 

      




 

Pra
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21 18 ln( 7) 3 arctan
2 7 7

xI x C    

2 34 ln( 7) arctan .
7 7

xx C   

Detyra për ushtrime
Të njehsohen integralet

43. 2 2 .
2
dx
x a 44. 2 .

2 3
dx
x  45.

3

8 .
7
x dx
x

46.
2

6 .
2 5
x dx
x  47. 2

9 1 .
15

x dx
x


 48. 2 2 .

( )
dx

ex  

Të njehsohen integralet:

30.
arctan

2 , \ {1}, 0.
1

xa dx a R a
x

 
 31.

2
.

arcsin 1
dx
x x

32.
2

2
arctan ln(1 ) .

1+
x x x dx

x
 

 33.
arctg2

2 .
1 4

xe x dx
x



Zgjidhja.

30.
arctan arctan

2
2

arctan
.

ln| | ln1
1

x u x
u

x ua a adx a du Cdx a ax du
x


    

 


 

31.
2

2

arcsin
ln| | ln|arcsin | .

arcsin 1 1

x u
dx du u x Cdx du ux x x


    




 

32.
2 2

2 2 2
arctan ln(1 ) arctan ln(1 )

1 1 1
x x x x x xI dx dx dx

x x x
  

  
    

1 2 ,I I 

ku
2 2

1 2
2

arctanarctan (arctan ) .
2 21

1

x ux u xI dx ududxx du
x


    

 


 
2

2 2

2 2
2

ln(1 )ln(1 ) 1
1 2 41

21

x ux uI dx ududux xdx
x

 


   
 


 

2 2ln (1 ) .
4
x



Pra
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2 2 2(arctan ) ln (1 ) .
2 4
x xI C

  

33.
arctan2 arctan2

1 22 2 21 4 1 4 1 4
x xe x e xdxI dx dx I I
x x x


    
     ,

arctan2

1 2 2

2

arctan 2
1 12

21 4 1 4
1
21 4

x
u

x u
eI dx dx du e du

x x
dx du
x



    
 




 
arctan2

.
2 2
u xe e

 

2
2

2 2
1 4 1 1 1ln| | ln(1 4 ).

8 8 81 4 8
x txdx dtI t x

tx xdx dt
 

     
  

Pra,
arctan2

21 ln(1 4 ) .
2 8

xeI x C   

Detyra për ushtrime
Të njehsohen integralet:

49.
arctan

2
3 .
1

x

dx
x 50.

arctan3

2 .
1 9

x

dx
x


 51.

23

2

arcsin .
1

x dx
x

52.
2

2
ln(1 3 ) .
1 3

x x dx
x


 53.
arctan4

2

arctan 4 .1
16

xe e x dx
x






Të njehsohen integralet:
34. sin .ax dx 35. cos .ax dx 36. tan .ax dx
37. cot .ax dx 38. cos2 .

sin cos
x dx

x x 39. 4sin .x dx
40. 4tan .x dx 41. 5sin .x dx 42. 5cot .x dx
43. sin sin 2 .x x dx 44. cos cos 2 cos3 .x x x dx
45. 2 2 .

2sin cos
dx
x x 46. 4

sin 2 .
tan

x dx
x 47.

3

2
sin .
cos

x dx
x

48.
3

2 2
sin sin .

2 cos sin
x x dx
x x

 49. .

sin
dx
x 50. 4 4sin cos .x x dx
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Zgjidhja.

34. 1 1 1sin sin cos cos .
1

ax t
ax dx adx dt t dt t ax C

a a a
dx dt

a


       



 

35. 1 1 1cos cos sin sin .
1

ax t
ax dx adx dt t dt t ax C

a a a
dx dt

a


     



 

36.
cossintan 1cos sin

ax uaxax dx dx
ax ax dx du

a


 

  

1 1 1ln| | ln|cos | .du u ax C
a u a a

      

37.
sincoscot 1sin cos

ax uaxax dx dx
ax ax dx du

a


 

 

1 1 1ln| | ln|sin | .du u ax C
a u a a

   
38. Mënyra e parë:

2 2cos 2 cos sin cos sin
sin cos sin cos sin cos

x x x x xI dx dx dx dx
x x x x x x


      

cot tan ln|sin | ln|cos |x dx x dx x x    
ln|sin cos | .x x C  

Mënyra e dytë:
cos2 2cos2 cos22 2 cot 2

sin cos 2sin cos sin 2
x x xI dx dx dx x dx

x x x x x
      

1ln|sin 2 | .x C 
Shënim.
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Lexuesi mund të ketë përshtypjen se rezultatet që morrëm nga
zgjidhja në dy mënyrat janë të ndryshme por lehtë vërejmë se:

1 1 1ln|sin 2 | ln|2sin cos | ln 2 ln|sin cos |x C x x C x x C     
ln|sin cos | .x x C 

39.
2

4 2 2 1 cos 2sin (sin )
2

xxdx x dx dx    
   

21 (1 2cos2 cos 2 )
4

x x dx  
1 1 1 1 cos4cos2
4 2 4 2

xdx x dx dx
    

1 2
1 1 1 .
4 2 4
x I I  

1 1

2 1 1 1cos 2 cos sin sin 2 .1 2 2 2
2

x u
I x dx udu u x C

dx du


     

 

2 2
1 cos4 1 1 1 1cos4 sin 4 .

2 2 2 2 8
xI dx dx x dx x x C

       
Përfundimisht merret:

1 1 1 1 1 1sin 2 sin 4
4 2 2 4 2 8

I x x x x         
   

3 sin 2 sin 4 .
8 4 32
x x x C   

40. 4 2 2 2
2

1tan tan tan tan 1
cos

x dx x dx x dx
x

    
   

2 2
1 22

1tan tan .
cos

x dx x dx I I
x

    
3 3

2 2
1 2

2

tan1 tantan .
3 3cos

cos

x u u xI x dx u dudxx du
x


    

 
2 2

2
2 2 2 2

sin 1 costan
cos cos cos

x x dxI x dx dx dx dx
x x x


        

tan .x x C  
Përfundojmë se

3
4 tantan tan .

3
xx dx x x C   

41. 5 4 2 2 cossin sin sin sin (1 cos )
sin

x t
xdx x x dx x x dx

xdx dt


   
   
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3 5
2 2 2 4(1 ) 2 2

3 5
t tt dt dt t dt t dt t             

3 52 1cos cos cos .
3 5

x x x C    

42.
5 4 2 2

5
5 5 5

cos cos cos cos (1 sin )cot
sin sin sin

x x x x xxdx dx dx dx
x x x

 
     

2 2 2 4

5 5
sin (1 ) 1 2
cos

x u u u udu du
x dx du u u
   

  
  

5 3
4 2

1 12 ln| |
4

duu du u du u
u u u

         

4 2
1 1 ln|sin | .

4 sin sin
x C

x x
    

Në detyrat vijuese zbatohen formulat:
1sin sin (cos( ) cos( ))
2

x y x y x y    

1cos cos (cos( ) cos( ))
2

x y x y x y    

1sin cos (sin( ) sin( )).
2

x y x y x y    

43. 1sin sin 2 (cos( 2 ) cos( 2 ))
2

x x dx x x x x dx    

 1 1 1cos cos3 sin sin 3 .
2 2 6

x dx x dx x x C     
44. 1cos cos2 cos3 cos2 (cos( 3 ) cos( 3 ))

2
x x x dx x x x x x dx     

1 cos2 (cos( 2 ) cos4 ))
2

x x x dx  

 1 cos2 cos2 cos2 cos4
2

x x dx x x dx  

 1 cos4 cos2 cos6
4

dx x dx x dx x dx      
1 1 1 1sin 2 sin 4 sin 6 .
4 2 4 6
x x x x C      
 

45.
2 2

2 2 2 2
2

2

tan
cos cos

2sin cos sin 2 tan 12 1 coscos

dx dx x udx x x dxx x x x du
xx


  

  


  
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2 2
2 arctan 2

2 1 ( 2 ) 1
du du u
u u

  
  

2 arctan( 2 tan ) .x C 

46.
4

4 4 4

4

sin 2 2sin cos sin cos cos2
tan sin sin

cos

x x x x x xdx dx dx
x x x

x

   

2 2

4
sinsin (1 sin ) cos2
cossin

x ux x x dx
x dx dux


 


2 2

4 3 2
(1 )2 2 4 2u u du du dudu

uu u u


      

2 2
1 4 1 42 ln| | 2 ln|sin | .

sinsin
u x C

u xu x
        

47.
3 2 2

2 2 2
sin sin sin sin (1 cos )
cos cos cos

x x x x xdx dx dx
x x x


   

2

2
cos 1 1 1 cos .

cossin
x u u du u x C

u xx dx du u
 

       
  

48.
3 2 2

2 2 2 2
sin sin sin (1 sin ) sin cos

2 cos sin cos 1 cos 1
x x x x x xdx dx dx
x x x x
 

 
    

2

2 2
cos
sin 1 1

x t t dtdt dt
x dx dt t t


     
     

arctan cos arctan(cos ) .t t x x C      

49.
2 2sin cos

2 2
sin 2sin cos 2sin cos

2 2 2 2

x x
dx dx dxx x x xx


   

2 2

sin cos1 12 2 ( ).
2 2cos sin

2 2

x x

dx dx I Ix x

 
 

    
  
 

 
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1

cos
2sin 12 sin

2 2cos
2 sin 2

2

x u
x

xI dx dx dux
x dx du



   

 

 2 ln| | 2 ln|cos |.
2

du xu
u

    

2

sincos 22 2 2 ln| | 2 ln sin .
2sin cos 22 2

xx u du xI dx ux ux dx du


    


 

Pra
sin1 22 ln cos 2 ln sin ln ln tan .

2 2 2 2cos
2

x
x x xI Cx

 
      

 

50.
4

4 4 4 2sin cossin cos (sin cos )
2
x xx x dx x x dx dx     

   
22 2(sin 2 ) 1 1 cos 4

16 16 2
x xdx dx    

  
21 (1 2cos4 cos 4 )

64
x x dx  

 21 2 cos4 cos 4
64

dx x dx x dx    
1 1 1 cos 82 sin 4
64 4 2

xx x dx     
 

1 1 1 1sin 4 sin 8
64 2 2 16

x x x x     
 

1 3 1 1sin 4 sin 8 .
64 2 2 16

x x x C     
 

Detyra për ushtrime
Të njehsohen integralet:

54. cos .
sin cos

2 2

x dxx x 55. 4cos .x dx 56. 4cot .x dx

57. 5cos .x dx 58. 5tan .xdx 59. sin 3 sin .x x dx
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60. sin sin 2 cos3 .x x xdx 61. 2 2 .
sin 5cos

dx
x x

62. 4
cos2 .
cot

xdx
x 63. 4

sin 2 .
cot

xdx
x 64.

5

2
sin .
cos

x dx
x

65.
2 2

3
cos sin .
sin sin

x x dx
x x

 66. .

cos
dx
x 67. .

sin
2

dx
x

Të njehsohen integralet
51.

2 2
.dx

x a 52.
2 2

.dx
x a x

53. 2 2 .a x dx 54.
2 3

.
(1 )
dx
x

Zgjidhja.

51.

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

22 2

2 2
2 2

2 2
2 2

,
2

2 ,
2 2

2

2

x a t x t x x a
x a t tx x

dx t a t atx t a x dx dt
t tx a

t ax a t
t

t ax a
t

     

   

 
     




  


 



2 2

2 2 2
2 2
2 ln| | ln| | .

2

t a
dtt dt t x x a C
tt a

t



      
 

52.
2

22 2 2 2 2

2 2

tan
cos

cos tan tan
1

cos

x a u duadx du udx a
ux a x a u a a u

a x a
u



  
 

 

 
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2 2

2

1cos cos
1 sintan 1 tan sin

cos

du du
duu u

a ua u u a u
u

  


  

1 ln tan .
2
u

a


Meqë
2 2

cos au
a x




 atëherë
2 2

sin xu
a x




 dhe

2 2

2 2

2 2

sintan .
2 1 cos 1

x
u u xa x

au a a x
a x

  
  



Pra
2 2 2 2

1 ln .dx x C
ax a x a a x

 
  



53. 2 2 2 2 2

sin
cos

sin cossin

arcsin

x a t
dx a t dt

xa x dx a a t a t dtt
a
xt
a




    



 

2 2 2 2 2 1 cos21 sin cos cos
2

ta t t dt a t dt a dt
     

 
2 2 1cos 2 sin 2

2 2 2
a adt tdt t t      

  
2 2 2

2
1 2sin cos arcsin 1

2 2 2
a a x x xt t t

a a a
              

2
2 2arcsin .

2 2
a x x a x C

a
   

54.
2

2 3 2 3 322 2
2

tan
cos

(1 ) (1 tan ) sincos cos 1
cos

dtx tdx dttdtdxx t tt t
t


  

   
 

 

  
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22
3

tancos sin1 1 tancos
cos

dt tt dt t C
tt

t

    


 

2
.

1
x C
x

 


Shënim.
2

2 222
2 2 2 2 2 2

2 2

sin
sin tan tancossin sin .

sin cos sin cos 1 tan 1 tan
cos cos

t
t t ttt t

t t t t t t
t t

    
  

Detyra për ushtrime
Të njehsohen integralet:

68.
2 2

dx
x a 69.

2
.

1
dx

x x 
 70.

2
.

9
dx
x

71.
2 2 3

.
( )
dx

a x


