KAPITULLI 4

4.1. FUNKSIONET ARITMETIKE

Pérkufizim 1. Funksioni f :N — C quhet funksion aritmetik.
Pér shembull, funksionet:
a f(n)=e",vneN
b) g(n)=nl,vneN
¢) h(n)=n*keZVvneN
jané funksione aritmetike.
Funksionet vijuese paragesin funksione aritmetike té réndésishme né teoriné

€ numrave.
1) #z(n)= Zl numri i numrave té thjeshté mé té vegjél ose baraz me N.
p<n
2) w(n)= Zl numri i faktoréve té ndryshém té thjeshté té numrit N.
pin
3) Qn)= Zl numri i faktoréve té thjeshté fuqi t&é numrit N.
pin
4) z(n)= Zl numri i pjesétuesve té numrit N.
djn
5) o(n)= Z d shuma e pjesétuesve té numrit N.
djn
6) ¢(n)= Z 1 funksioni i Eulerit (¢(N) éshté numri i numrave natyroré
(a,n)=1
1<a<n
a mé té vegjél ose baraz me N té cilét jané relativisht té
thjeshté me numrin N).
1Ln=1

7)  u(n) =10, nése ekziston numri i thjeshtép i tillé gé p® |n
(=D, n=p,-...p;, kup, -... p, janététhjeshté, p, # p;,i = j.

Funksioni g quhet funksioni i Mobiusit (Mobius). Vérejmé se
1:N—->{01-1.
8) y (n)= H d prodhimi i pjesétuesve natyroré té numrit natyror N.
djn

Shénim. Funksionet aritmetike me dy varibla jané funksionet e trajtés f :NxN — C.

P.sh. funksionet (M, N),[M,N] jané funksione té tilla.
Le té ilustrojmé me ané té shembullit vijues funksionet e sipérpérmendura.
Le té jeté n=12.
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1) Meqé 2,3,5,7,11 jané numra té thjeshté mé té vegjél ose baraz me 12

atéheré 7(12) = Z 1=5.

p<12
2) Meqé 12=2-2-3 dhe meqé 2,3 jané faktoré té ndryshém té thjeshté té

numrit 12 atéheré w(12) = 21= Zl+ Zl= 1+1=2.
pi2 22 312

3) Meqé 12=2°-3 dhe meqé 2° éshté faktor i numrit 12 atéheré
0(12)=>"1=1.

212

4) Meqé pjesétuesit e numrit 12 jané 1,2,3,4,6,12 atéheré 7(12) = le 6.
dp2

5 c(12)=) d=1+2+3+4+6+12=28
dp2

6) Meqgé 1,5,7,11 jané relativisht té thjeshté dhe mé té vegjél se 12 atéheré

p(12)= > 1=4.

(a12)=1
I<a<i2

7) Megqé ekziston numri i thjeshté 2 i tillé qé 2° |12 atéheré u(12)=0.

8) y(12)=]]d=1-2-3-4-6.12=1728,
dp2

4.2. FUNKSIONET MULTIPLIKATIVE (SHUMEZUES)

Pérkufizim 1. Funksioni aritmetik jo zerof:N—>C quhet funksion
multiplikativ (shumézues) nése f(m-n)= f(m)- f(n), nése numrat natyroré
m,n e N jané relativisht té thjeshté, d.m.th. nése (m,n)=1L,m,neN.

Shembuj té funksioneve multiplikative.

Shembulli 1. Funksioni f:N—C i dhéné me f(n)=1LVneN éshté
multiplikativ.

Vérteté, le té jené m,neN|(m,n)=1 Atéheré m-neN, prandaj
f(m-n)=1 Poashtu f(m)-f(n)=11=1. D.m.th. f(m-n)= f(m)- f(n).
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Shembulli 2. Le téjeté f funksion multiplikativ. Atéheré f(1)=1.

Vérteté, meqé f éshté funksion jo zero, ekziston neN|f(n)=0. Meqé
(n,) =1 dhe f kemi

f(n)=f(n-H=~f(n)-fQ.
Megé f(n)=0 duke pjesétuar té dy anét e relacionit té fundit me f(n) kemi
f)=1
Shembulli 3. Funksioni g(n)=n*,k € Z,VneN éshté multiplikativ.
Vértetg, le té jené m,ne N|(m,n)=1.
Atéheré g(m-n)=(m-n)* =m*-n* =g(m)-g(n).

Le té shohim né vijim njé shembull té njé funksioni qé nuk éshté
multiplikativ.

Shembulli 4. Funksioni $(n)=n!,¥neN nuk éshté multiplikativ.
Vérteté, (2,3) =1 por s(2-3)=5(6)=6!=720, s(2)-s(3)=231=2.3-2=12.
Teoremal. Le té jeté f:N—>C funksion multiplikativ. Funksioni

0:N—>C idhéné me
g(n)=> f(m), vneN

min

éshté multiplikativ.

Vértetim. Lé téjené a,beN tétillé gé (a,b)=1.
Nése u éshté pjesétues pozitivi numri a dhe v pjesétues pozitiv
i numrit b atéheré éshté e garté se Uv éshté pjesétues i ab. Né
bazé té teoremés ....., ¢do pjesétues pozitiv m i ab mund té
shprehet né ményré té vetme né trajtén m=u-v, ku u,v jané
pjesétues té numrave a,b pérkatésisht.

Poashtu éshté e qarté se (u,v) =1. Kemi:

g@) =Y fm=>f@) =3 f@-f@=X fu) fv

mjab uvjab uvjab ula vp

= [Z f (U)J[Z f (b)} =g(a)-g(b), gjé qé duhej treguar.
vp

ula
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Pohimi 1.

Vértetim.

Né qofté se f éshté njé funksion multiplikativ dhe n;,n,,...,n,

jané numra natyroré dy nga dy té thjeshté mes vete, atéheré
f(n-n,-....n))=f(n)- f(n,)-... £(n,).
Pohimin do ta vértetojmé me ané té induksionit matematik.

Le té jené n,n,eN,(n,n,)=1 Atéheré nga pérkufizimi i
funksionit multiplikativ kemi f(n,-n,)= f(n)- f(n,).

Supozojmé se vlen
f (nl Ny ns) =f (nl) - f (nz) o f (ns) (hipoteza induktive)

ku n;,n,,..,n, jané numra natyroré té tillé qé (ni,nj) =1i=j,
i,je{12,...,s}.

Tregojmé se pohimi vlen pér numrat n,n,,..,n,n,,,té cilét

plotésojné kushtet (ni,nj) =1i#j,i,je{l2...,5,5+1.
Dubhet té tregojmé se

f(n-n,-....n.-ng )= f(n)-f(n,)-.... T(ny)- f(ng,).
Le téjeté n=n,-n,-....n,.
Sikur (n,n,,,) = d,d # 1 atéheré d|n dhe d|n,,.
Nga relacioni d |n rrjedh qé ekziston i€{12,...,s} |d |n,.

Pra d|n, dhe d|n.,. D.m.th. (n,n,,)#1 gjé qé nuk éshté e
mundur sepse (ni,nj) =Lli=j,i,je{12,..,55+71.

D.m.th. mbetet gé (n,n,,,) =1. Atéheré
f (nl Ny e N ns+1) = f (n : ns+1) = f (n) -f (ns+l)
=f (nl Ny ns) - f (ns+l)

= f(n)- F(n,) . £(n)- F(n,.,).

Rrjedhimi 1.Nése f éshté funksion multiplikativ dhe n=p,*-p,"-...-. p,*

numér natyroré mé i madh se 1 i zbérthyer né faktor té thjeshté
atéheré

f(n)=f(p")- F(p,?)-... f(p™).
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Pohimi 2. Letéjené f,g dy funksione multiplikative. Atéheré:
(i) Funksioni fg:N — C i dhéné me
(fg)(n) = f(mg(n),vneN

éshté funksion multiplikativ.

(ii) Nése g(n)=0,vneN funksioni %:N — C i dhéné me

(ij(n):m,VneN
g g(n)

éshté funksion multiplikativ.
Vértetim. (i) Meqé (fg)(D) = f (1) -g() =1 funksioni fg éshté i ndryshém
nga zero.
Le té jené m,ne N|(m,n)=1. Atéheré
(fg)(mn) = f(mn)-g(mn) = f(m)- f(n)-g(m)-g(n)
= f(m)-g(m)- f(n)-g(n)
(fg)(m)-(fg)(n).

Pra fg éshté funksion multiplikativ.

(i) Meqé (ij o= @ =1 funksioni i éshté i ndryshém nga
g g

9@

Zero.

Le té jené m,ne NJ(m,n) =1. Atéheré

(L](mn) _ f(mn) _ f(m)- (n)
g(mn) ~ g(m)-g(n)

_fm) fm_(f . [f
~a(m) 9(n) [gj(m) (gj(n)'

Pra ’ éshté funksion multiplikativ.
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4.2. FUNKSIONI I MOBIUSIT

Pérkufizim 1. Funksioni #:N — C i dhéné me:
L n=1
u(n) ={0, nése3p e Pi tillé gé p? |n
(-, nésen=p,-... p,kup,,...p, eP|p = p;i#]
quhet Funksioni i Mobiusit.

Shénim: P - paraget bashkésiné e numrave té thjeshté.

Shembull: p(1) =1,
1(90) =0 sepse ekziston p =3 (numeér i thjeshté) i tillé qé
3|90.

1(6) = (-1)* =1 sepse 6= 2-3.
P

P2

1(30) = (-1)° =-1sepse 30= 2-3-5.

]
Pr P2 P

u(60) =0 sepse 60=2°-3-5.
Né lidhje me funksionin e Mobiusit vlen kjo teoremé:

Teorema 1. a) Funksioni i Mobiusit éshté multiplikativ

L n=1

b) Zu(d)={o .

din
Vértetim. a) Duhet té tregojmé se Vm,n e N|(m,n) =1vlen
p(m-n) = p(m)-u(n) (1)

Le té faktorizojmé numratm dhe n si prodhim té fuqgive té
numrave té thjeshté. Sikur né ndonjérin prej
faktorizimeve té paraqitet ndonjé eksponent mé i madh
ose i barabarté me 2 atéheré né té dy anét e barazimit (1)

do té merret zero. Pse?
Pra, mbetet té shqyrtojmé rastin kur m,n paraqiten si
prodhim té s,t numrave té thjeshté té ndryshém mes vete,

pérkatésisht.
Pra, M=p,- P,-os Po; N=0; G, . Q.
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Atéheré m-n=1p,-P,-...o Pg -G, -y -..s .
D.m.th. m-n paraqitet si prodhim i s+t numrave té
thjeshté té ndryshém mes vete.
Shénim. Megé (m,n) =1 atéheré

p#q;,Vie{l.. s}, je{l.. t}.
D.m.th. p(m) = (=1 u(n) = (-1)’; p(m-n) = (-D**".
Pérfundojmé se

p(m-n) = (<D = (<1° - (<" = u(m) - u(), gjé qé duhej
treguar.

b) Le té jeté n=1. Pjesétuesi i vetém i numrit 1 éshté

d =1, prandaj Y p(d) = Y u(d) = p(®) =1.

din dn
Le té jeté n>1.

Nése n éshté numeér i thjeshté, pra nése n= p, meqé
pjesétuesit e vetém té numrit té thjeshté p jané 1 dhe p

kemi:

2 1(d) =X p(d) =p(® +p(p) =1-1=0.

dln dlp
Né vijim mjafton té shqyrtojmé rastin n= p“,o >1.
Pjesétuesit e numrit p* jané:1, p, p%,..., p* 7 p%, prandaj

2 u(d) =3 p(d) =p@® +p(p) +p(p*) +.+u(p*) =0,

din d|p” 0

gjé qé duhej treguar.
Shénim. Sikur n=p,“-p,"2 ... p," atéheré nga rasti a)
meqé p éshté multiplikativ do té merret:

u(n) =u(p,™) - u(p,™2) - u(p,™)

dhe né secilin rast do té merret p(p,”)=0.

Detyré. Té vértetohet se Z[g} p(d)=1
d=1
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4.3. SHUMEZIMI SIPAS DIRICHLEUT DHE FORMULA E
ANASJELLE E MOBIUSIT
(Dirichlet Convolution and M6bius Inversion Formula)

Pérkufizimi 1. Shumézim sipas Dirichlet té funksioneve aritmetike
f,g quhet funksioni aritmetik

n
(f*g)m=2 f(d)g(—}
din d
Nése d,,d,,...,d, jané pjesétuesit natyroré té numrit n
atéheré edhe ﬂ,i,...,i jané té gjithé pjesétuesit
d, d, d
natyroré té numrit N, prandaj

(f* g)(n) =Zf(d)g(§]=z f [g)g(d).

djn din

Tn

Meqé d |n<:>§|n, kur d pérshkon té gjithé

pjesétuesit natyroré té n—it, ciftet e renditura | d g
pérshkojné té gjitha ciftet e renditura té numrave
natyroré prodhimi i té ciléve éshté n.

Prandaj, mund té shénojmé:

(f*g)n) =2 f(s)g(t)

st=n
Teorema 1. Le té jené f,g,h funksione aritmetike. Vlen:
1) f*g=g*f
2) f*(g*h)=(f*g)*h
3) Pér ¢do funksion aritmetik f ekziston funksioni
aritmetik | itilléqe f*I=1*f ="f.
Vértetim. 1) Pércdo ne N kemi

(f*g)n) =2 f(s)gt) = g()f(s)=(g* f)(n).

st=n ts=n
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2) (f*(g*h)n)=> f(s)(g*h)(t)

st=n

= 1(6)Q 9(Nh(p)) = D f(s)a(rh(p)

st=n rp=t srp=n

=2, (2 T(®)g(r)h(p)= D ((f* g)(k)h(p)

kp=n sr=k kp=n
=((f*g)*h)(n).
3) Sé pari funksionin aritmetik | e definojmé si vijon:

-1
I(n):{](; rr]1>1'

Kemi:

(1 H =T 1(d)- f(gj

din

10 f)+ Y I(d)-f(gj

din
1<d<n

=1 f(n)=f(n).
Pra I*f =f.
Ngjashém tregohet pjesa tjetér.

NEé rastet 1), 2), 3) pamé se shumézimi sipas Dirichlet
éshté komutativ, asociativ dhe se né lidhje me té
ekziston funksioni njési.

Le té shohim né vijim kushtet qé duhen plotésuar né
ményré qé funksioni aritmetik té keté funksion inverz
né lidhje me shumézimin sipas Dirichlet, pra do té
shohim kur ekziston funksioni aritmetik f i tillé qé

frfi=1=f"*f,
Teorema 2. Le té jeté f funksion aritmetike. Funksioni inverzi f —it

né lidhje me shumézimin sipas Dirichlet ekziston dhe
éshté i vetém atéheré dhe vetém atéheré kur f (1) #0.

Funksioni f ™' njehsohet sipas formulave:
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i, n=1
)
£(n) = .
1 f(ﬂj £1(d), n>1
fm % '\d

Vértetim. Supozojmé sé pari se ekziston funksioni inverz.

Atéheré (f* f ")) =1() prejnga f(1)- f (1) =1 Pra
éshté e qarté se (1) =0.

Anasjelltas, supozojmé se f (1) = 0.

Né bazé té ekuacionit:

(F*f D) =11 kemi f()-f*(1)=1 Meqé f(2) =0
atéheré (1) = i

f (@)
Supozojmé se vlerat f *(2),..., f *(n—1) jané té caktuara
né ményreé té vetme.

Atéheré nga relacioni (f * f *)(n) = I(n) merret:

Zf(d)fl(gjzo apo

din

fOftm+ Y f(d)f‘l(gjzo

din
1<d<n

FOf i+ Y f (gj f(d)=0

dln
1<d<n

prej nga meqé f (1) # 0 merret:

f*(n)= —% f [g] f(d) gjé qé duhej vértetuar.
din

l<d<n
Rrjedhim. Nése f éshté funksion multiplikativ, atéheré ai ka
funksion inverz né lidhje me shumézimin sipas Dirichlet.

Vértetim. Nése f éshté multiplikativ atéheré f (1) =1=0.
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Shembulli 1. Funksioni aritmetik logn nuk ka funksion inverz né
lidhje me shumézimin sipas Dirichlet sepse logl= 0.
Shembulli 2. Funksioni A i Mangoldt i pérkufizuar si vijon:
A(n) = log p,n;eﬁe n= pm., p"—i thjeshté, m>1
0 ,nécdorast tjetér

nuk ka inverz né lidhje me shumézimin sipas Dirichlet
sepse A(1) =0.

Shembulli 3. Funksioni p i Mobiusit ka té anasjellé né lidhje me

shumézimin sipas Dirichlet sepse p(1) =1.
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9. FUNKSIONET &+ DHE -

Pérkufizim. Le téjeté n>0. Me t(N) e shénojmé me numrin e pjesétuesve

pozitiv té n-it, kurse me 6(N) shumén e pjesétuesve pozitiv.

P.sh. Le té jeté N = 24. Atéheré pjesétuesit pozitiv jané:
1,2,3,4,6,8,12,24.

D.m.th. ©(n) =8
o(n)=1+2+3+4+6+8+12+24=060.

Teorema vijuese paraget njé ményré té lehté pér té njehsuar o(n) dhe t(n)

nése dihet faktorizimi i n-it né numra té thjeshté.

Teoremal. Letéjeté N=pr-py---p;, r>1 ku p,<p,<..<p, jané

Vértetim.

numra té thjeshté dhe € >9 pér ¢do 1 €{1,2,...,r}. Atéheré

Dtn)=(e+D-(e,+1)-...- (e, +1).

e+l e+l e+l
2) G(n):( 1 1]( 2 1j(pr—1]
pl_l pz_l pr_l

1) Nése n=p', ku p éshté numér i thjeshté, r >0, atéheré

pjesétuesit pozitiv té numrit n jané: 1, p, P’ P, pra gjithsejt
jané r +1 pjesétues.

Késhtunése N = p;* - P2 -...- p;i' (r >1) kemi

(e, +D)-(e,+1)-...-(e, +1) pjesétues té numrit n. (Té verifikohet
kjo pjesé!)!

Para se té vértetojmeé pjesén e dyté do té vértetojmé dy lema:

Lema 1.

Vértetim.

Le t&  jeté n=ab,a>0b>0, (a,b)=1 Atéheré
o(n) =o(a)-o(b).
Megé ab kané vetém numrin 1 faktor té thjeshté, duke zbatuar

Teoremén Fundamentale té Aritmetikés éshté lehté té shihet se
dlab<d=d,-d, ku d, |a dhe d, |b. D.m.th. se pjesétuesit e

a-b jané prodhimet e pjesétuesve té a-sé dhe b-sé.

Le té jené

la,...a
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pjesétuesit e a-sé dhe
1b,,...b,
pjesétuesit e b-sé. Atéheré
o(@)=1+a,+a,+..+a
o(b) =1+b, +b, +...+D,.
Pjesétuesit e N =a-b mund té paragqiten si vijon:

1+b +b,+...+b

a,-1a,-b,a-b,,...a-b

a,-La,-b,a,-h,,...,a,-b

a,-la,-b,a -b,,..,a-b.
Eshté me réndési té ceket se meqé (a,b) =1 atéheré ab, =ah,
implikon qé & =a,,b; =b. D.m.th. se né vargun e mésipérm
nuk ka pérséritje té termave.

Atéheré kemi:
1+b +b,+...+b =c(b)

a-1+a,-b+..+a-b =a-c(b)
a,-1+a,-b+..+a,-b =a,-o(b).
Prej nga duke i mbledhur ané pér ané té gjitha barazité kemi:
o(n)=o(b)+a,-o(b) +...+a,-c(b)
=(1+a,+a,+..+a,)ob)=c(a)-o(b), gé qé duhej
treguar.

Lema 2. Nése péshté numér i thjeshté dhe K > 0, kemi:

k+1 1

Ky P —
G(p)——p_l-
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Vértetim. Meqé p éshté i thjeshté, pjesétuesit e p¥ jané 1+ p, p°,..., pX.
pk+l _ l

Késhtu o(p*) =1+ p+ p*+...+ p* = R

Le t'i kthehemi tani vértetimit té teoremés. Me kété rast do té pérdorim

metodén e induksionit matematik. Le té jeté N = p* - P52 -...- Py

Nése r =1, n = p;*. Nga Lema 2 kemi vértetimin.

Supozojmé se rezultati éshté i vérteté pér 1< r < k. Tegojmé r =k +1.
D.m.th. le t& jeté N= P’ - P oo P - Pest, ku Py, Poyeess Pes Pryy jané té
ndryshém dhe € >0. Le té jeté a= p;* - Py -...- P¢*, b= p;ei. Eshté e qarté
se (a,b) =1.

Késhtu nga Lema 1 kemi o(n) = o(a) - o(b).

Nga hipoteza induktive kemi:

e+l Bl
5(a) =[1_1J£ P 1}
P, - 1 P — 1
&atl
dhe nga Lema 2, o(b) = M‘

Pea— 1
Prej nga
[ fl+1 _ 1) ( EkT+1 _ 1}
o(n) =] =——— |-...:| =%——| gjé qé duhej treguar.
p -1 P —1

Nga vértetimi i teoremés 1 rrjedh pohimi vijues.
Pohimi 1. Funksionet 7:N —C dhe o:N — C jané multiplikative.

Vértetim.
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10. NUMRAT PERFEKT DHE NUMRAT E THJESHTE TE
MERSEN-IT

Pérkufizimi: Pjesétuesi pozitiv d i numrit 1z quhet pjesétues (vérteté) i n-it
nése d < N. Shumén e té gjithé pjesétuesve té thjeshté té n-it e

shnéojmé me & (N). Vérejmé se nése N > 2, atéheré
o (n)=c(n)-n.
Pérkufizim. n >1 éshté perfekt nése G (n) =n.
Pra n éshté pérfekt nése o(n) = 2n.
Pérkufizim. Numrat e formés M, =2" —1, n > 2 quhen numra té Mersenit.
Nése M éshté i thjeshté, ai quhet numér i thjeshté i Mersenit.
Nése kérkojmé numra perfekt deri né 10 000 do té gjejmé vetém numrat:
6=2-3
28=2°.7
496=2"-31
8128 =2°-127.
Vérejmé se 22=4 2°=82°=32,2" =128, pra
6=2-(2°-1)
28=2%-(2°-1)
496=2"-(2°-1)
8128 =2°-(2" -1).
Poashtu vérejmé se 2?2-1,2°-12°-12"-1 jané numra té thjeshté té
Mersenit. Né lidhje mé kété vlen:
Teorema 2. Nése 2° —1 éshté numér i thjeshté i Mersenit atéheré

2P1(2P —1) &shté perfekté.

Vértetim. Le té shenojmé ¢ = 2° —1 dhe le té jeté n=2""-(. Meqé g éshté

numér tek dhe i thjeshté, nga teorema 1 kemi:



o(n) = (2" ") {2;__11){2__11}(2" D)@+ =

=(2° -1)-2° =2n.
Pra o(n) = 2n dhe n éshté perfekt.

Teorema 3. Nése n éshté ¢ift dhe perfekt atéheré ekziston numri i thjeshté
i Mersenit 2° —1 i tillé g¢ n=2""(2" -1).

Vértetim. Le té jeté n numeér cift dhe perfekt. Atéheré pér ndonjé me Zvlen,
N=2m. Numrin 2z mund ta shkruajmé né trajtén

n=2q, k>1 g tek. Pse?

Meqé n éshté perfekt 6 (n)=n, pra o(n) =2n. Megé g éshté
numér tek atéheré (2°-() =1.Pse? Né bazé té lemave 1 dhe 2
kemi:

o(n) = o(2)0(q) = (2" -1 - o(a).

Késhtu kemi:

2“.qg=n=2".q=2n=0(n) = (2" -1)-o(q).
D.m.th.

2.4 =(2""-1)-o(q). (1)
Tani & (q) = o(q) —q = o(q) = 5" (q) +0.
Duke zévendésuar né (1) merret:

2¢t.q = (2" -1)(c" (9)+9)
2¢t.q= (2" -Do' (q) + 2 -q-q.
Pra
o (q)(2*-1) =q.
D.m.th. 6 (q) éshté pjesétues i g-sé.

Meqé k>1, 28" -1>4-1=3 pérfundojmé se o () éshté pjesétues i

vérteté i g-sé. Por o () éshté shuma e té gjithé faktoréve té vérteté té g-sé.
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Kjo éshté e mundur vetém nése g ka vetém njé faktor té vérteté. D.m.th. ¢
duhet té jeté numér i thjeshté dhe o (q) =1.
D.m.th.
q — 2k+l _ 1-
Pra g duhet té jeté numér i thjeshté i Mersenit dhe k +1= p éshté i
thjeshté. Pra
n=2"".(2° -1), gjé qé duhej treguar.



