Propozimi i detyrave pér Olimpiadé.

Detyra 1. Le té jené a,b,c,d,f numra té ploté. Té vértetohet qé né
al+b

cd+d
plotépjesétohet me k.

qofté se thyesa

mund té thjeshtohet me numrin &, atéheré numri ad — be

l+b
Zgjidhja. Nga fakti se thyesa ZE ——:-_d

se numeéruesi af + b dhe emruesi ¢/ + d i saj plotépjesétohen me k. Prandayj,
ekzistojné numrat e ploté m,n té tillé qé :

plotépjesétohet me numrin k rrjedh

al +b=km dhe cl +d=kn.

Duke shumézuar barazimin e paré me c e té dytin me a dhe duke zbritur ané
pér ané barazimet e fituara né até ményré, gjejmeé se:

c(al +b) — a(cl + d) = ckm — akn
prej nga rrjedh se:
bc — ad = k(em — an),

qé d.m.th. se bc — ad plotépjesétohet me k.

Detyra 2. A ekziston funksioni linear bijektiv f: R — R i tillé qé pér ¢do
z € R té vlej
f(f(x)) — f(x) = 302 + 18727

Nése ekziston, té gjendet.

Zgjidhja. Funksioni linear f:R — R éshté i formés f(z) = axz + b.
Funksioni i tillé éshté bijeksion atéheré dhe vetém atéheré kur a # 0. Né kété
rast, vlen:

f(f(x) = f(z) = flax+b)— (ax +b) = a(lax +b) + b—axr — b = a(a — 1)x + ab.

Prandaj, qé té ekzistoj funksioni linear bijektiv qé e plotéson kushtin e detyrés,
duhet té jeté:
a(a — 1)z + ab = 30x + 1872,

prej nga rrjedh se a(a — 1) = 30 dhe ab = 1872, d.m.th. a = 6 dhe b = 312.
Késhtu, funksioni i kérkuar ekziston pér a = 6 dhe b = 312 dhe ai éshté f(z) =
6z + 312.

Detyra 3. Pér cilat vlera té numrit real a ekuacioni ||| —2| = a ka numrin
mé té madh té zgjidhjeve reale té ndryshme ?

Zgjidhja. Le té jeté f(x) = ||z| — 2|. Meqé

-z —-2 pér <0
x|—2—{ x—2 pér >0’



pérfundojmé se:

gl _ 9 = =zl =2) pér |z[-2<0 _
) =l 2|_{ |z] —2 pér |z|—-2>0

:{|x|+2 pér |x|§2_{|x|+2 péer —2<z<2

|z —2 pér |z|>2 | |z|—2 pér x < —-2Az>2
|| —2 pér a< -2 —xr—2 pér x< -2,
—|z|+2 pér —2<z<0, x+2 pér —2<x<0,
—|z|+2 pér 0<xz <2, ) —z+2 pér 0<a <2
|| —2 pér x>2 xr—2 pér x>2,

késhtu qé grafiku i funksionit f(z) duket si né figurén vijuese:

Tash ekuacioni i dhéné merr formén f(x) = a dhe zgjidhjet e tij jané
piképrerjet e grafikut té funksionit y = f(x) me drejtézén y = a e cila éshté
paralele me boshtin Oz dhe né boshtin Oy ndérpret segmentin me madhési a.
Prandaj, si¢ shihet nga figura e mésipérme grafiku i funksionit y = f(x) dhe
drejtéza y = a kané numrin mé té madh té pikave prerése nése 0 < a < 2.
Prandaj, pér a € (0,2) ekuacioni f(z) = a < ||z| — 2| = a ka 4 zgjidhje reale
té ndryshmenumrin qé éshté numri mé i madh i zgjidhjeve té tilla. (Véreni qé
pér a < 0 ekuacioni nuk ka asnnjé zgjidhje reale; pér a = 0 ekuacioni ka 2
zgjidhje (z = —2,z = 2); pér a = 2 ekuacioni ka 3 zgjidhje reale té ndryshme
(z =0,z = —4,x = 4);pér a > 2 ka 2 zgjidhje té ndryshme).

Detyra 4. Né qofté se p, g, r, s jané numra pozitiv, t€ vértetohet se:

PP H+p+ (P +qg+ D)2 4+r+1)(s2+s+1)

> 81.
pqrs
Zgjidhja. Meqé
(P +p+ D)@ +a+ D +r+1) (" +s+1) _
pars n
_]02+p+1+ PHqg+l r?+r+1 s°+s5+1
n p q T S

:(p+%+1)-(q+$+1)-(r+%+1)-(s+§),



dhe meqé pér ¢do numér pozitiv a > 0 vlen
1
a+—->2
a

(sepse nga (a—1)2 >0 =a?~2a+1>0=ad’>+12>2a = a+ 21 >2)
pérfundojmé se

(P*+p+ (@ +a+ D +r+ D(s* +5+1)

. : ) _ a4 _
pars (241)-(2+1)-(2+1)-(2+1) = 3* = 81.

Vérejtje. Ngjashém,nése a; > 0,7 = 1,2,...,n, atéheré vértetohet se:

(af+ar+1)(a3+ag+1)--- (a2 +an+1)
a1ag ...0an

> 3TL.

Detyra 5. Né figuré éshté paraqgitur vargu i katroréve me gjatési brinjésh
1,2,3,...,n njési, pérkatésisht. Té tregohet se gendrat e katroréve té tillé i
takojné parabolés y = 222

6
2t+——1Qs
[
|
3 :
[
|
|
1 |
|
|
o 132 3 4 x

Zgjidhja. Le té jeté Qi (zk, yx) gendra e katrorit té k—té. Atéheré xp = g
dhe
k. k(k—1) k kj ok

ye=14+24+3+... +(k)+5=—%—"+73 2(5

2 2
— 222,
2 2 2~ 2 5) = 27

dm.th/ yp = 227. Késhtu, treguam se koordinatat (xy,yx) té qendrés Q
té katrororit té cfarédoshém té vargut té mésipérm i takon parabolés y = 2z2.
Prandaj,té gjitha gendrat e katroréve té vargut té dhéné i takojné parabolés

y = 2.

Detyra 6. Ekuacionet 22 4 ax + b = 0 dhe 22 + pz + ¢ = 0 e kané njé
zgjidhje té pérbashkét. Té gjendet ekuacioni katror zgjidhjet e té cilit jané dy
zgjidhjet tjera té ekuacioneve té dhéna.

Zgjidhja. Do té dallojmé dy raste: 1. a # p dhe II. a = p.



Rasti I. Le té jeté a # p dhe leté jené x1, xo zgjidhjet e ekuacionit té paré
kurse x1, x3 zgjidhjet e ekuacionit té dyté. Atéheré, sipas formulave té Viett-it,
kemi:

1 +x2 = —a (1)
T Ty = (2)
T1+T3=—p (3)
Ty - T3 = (4)
Meqé x; éshté zgjidhje e pérbashkét e ekuacioneve té dhéna, kemi:
24 ar; +b=0 (5)
2} =pri+q=0 (6)

Duke zbritur ané pér ané barazimin (5) nga barazimi (6) gjejmé se: (p—a)x; +
g —b =0, prej nga (meqé p — a # 0):

b—gq
p—a

(7)

xrp =

Duke mbledhur ané pér ané barazimet (1) dhe (3) gjejmé se:2x1 + xo + x5 =
—(a+ p) prej nga xo + x3 = —(a + p) — 2z, késhtu qé sipas (7), rrjedh se

rat g = —(a+p) - 201 ©
Po ashtu, duke shumézuar ané pér ané barazimet (2) dhe (4), gjejmé se:
22013 = bq. (9).
Né qofté se b # ¢, nga (7) rrjedh se 1 # 0 kurse nga (9) dhe (7) rrjedh se:

RV
Ty = ba _ M. (10)

i (b—q)?

Késhtu, né rastin kur a # p dhe b # ¢ duke pasur parasysh (8) dhe (10), sipas
formulave té Viett-it, pérfundojmé se ekuacioni i kérkuar katror qé pér zgjidhje
ka x5 dhe x3 éshté:

pP—a
b—q

2(b —
2 +la+p+ ( q}x—l—( )2bg = 0.

p—a
Né qofté se b = g atéheré nga (7) rrjedh se 17 = 0 késhtu gé, sipas (3) dhe

(4), edhe b =0, ¢ = 0. Prandaj, ekuacionet e dhéna jané té formave:
2?2 +ax =0 dhe z? + pz = 0.

Né kété rast, x1 = 0 éshté zgjidhja e pérbashkét e tyre kurse zo = —a dhe
x3 = —p jané dy zgjidhjet tjera té tyre. Rrjedhimisht, sipas formulave té Viett-
it, ekuacioni i kérkuar katror qé pér zgjidhje ka xo = —a dhe x3 = —p éshté:

22+ (a+p)x+ap=0.



Rasti II. Né qofté se a = p, ekuacionet e dhéna jané:
> 4+ar+b=0 dhe > 4ar+q=0,
prej nga, meqé xp éshté zgjidhja e pérbashkeét e tyre, rrjedh se:
i +azxy +b=0=23+ar +q,

késhtu qé b = q. Rrjedhimisht, té dy ekuacionet e dhéna jané té njéjta dhe
o = x3. Prandaj, ekuacioni i kérkuar katror, né kété rast do té jeté

(x —x9)* = 0.

Detyra 7. Le té jeté a kénd i ngushté. Té vértetohet pabarazimi:

1 1
<1+ . )(1+)23+2\/§.
S1n & COS «x

Zgjidhja.
1 1 1 1 1
<1+, ><1+ )1+ +— = =
sin « cosa cosa  sina  sinacosa

B sina +cosa+1 (sina +cosa + 1)(sina +cosa)

N sinacosa sin a cos a(sin « + cos @) N
14 (sina+ cosa)? — 1 _1+sin2o¢+251no¢coso¢+cos2a—1_
N sinacosa(sina +cosa — 1) sinacosa(sina+cosa —1)

14 14+ 2sinacosa—1 14 2sinacos o -
B sinacosa(sina + cosa — 1) sinacosa(sina +cosa — 1)
2
I+ —
sina +cosa — 1
d.m.th.:
1 1 2
1+ - 1+ =1+——. (1)
sin « cosa sina+cosa — 1

nga 0 < a < 7 rrjedhse 1+sina+cosa < V2, késhtu qé 0 < sinatcosa—1 <
V2 — 1, prej nga rriedh se:

2 2
> .
sina+cosa—1 7" /2-1

(2)

Nga (1) dhe (2) rrjedh se:

(1+ Siia) (1+ COia) > 1+ \/;_1 = gi_i(\/\/iitll)z =3+2V2.




Detyra 8. Té vértetohet se pér ¢do numér natyral n vlen barazimi:

iy
\/2+\/2+...+ 2+\/§f200s2n+1

n rrénjé

Zgjidhja. Vértetimin e béjmé me anén e induksionit sipas numrit n.
Meqé
\5 s T
\/5:27 :2COSZ *2COS21+1,
pérfundojmé se barazimi i dhéné vlen pér n = 1.
E zémé se barazimi i dhéné vlen pér numrin e ¢farédoshém natyral n = k,
d.m.th. se vlen:

s
\/2+\/2+ 2+\[—20052k+1. (1)

nk rrénjé
Atéheré:
\/2+\/2+...+\/2+f2: 2+\/2+...+ 2+V2=.
(k + 1) rrénjé k rrénjé
242 ipas (1 1 T 2.-2cos2 — 1 —
+2cos —— 2k+1 (sipas (1)) = 4/2(1 + cos 2k+1) cos? 5T =
™
:2COSW,

qé d.m.th. se barazimi i dhéné vlen edhe pér n = k 4+ 1. Pranfdaj, né saje té
parimit té induksionit matematik, pérfundojmé se barazimi i dhéné vlen pér ¢do
numeér natyral n.

Detyra 9. Té vértetohet se

log; 2 -log, 3 - logs 4 - logg b - log, 6 - logg 7 - logg 8 - log¢ 9 = log g 2.

Zgjidhja. Vejme:
logs 2 = x1, log, 3 = x2, logs4 = x3, logg b = x4,

log, 6 = x5, logg 7 = ¢, logy 8 = x7, logp9 = xs.

Atéheré,:

371 =92, 472 =3 5% =4 6% =5 T =6, 8§76 =7, 9 =8 10° = 0.



Prandaj:
2= 57 = (A7) = (57007 = ((67)7)™)" =

L= ( . (((1omg)z7)mﬁ)mg)xl — 10&71932933...17:68
d.m.th.

10%1%2%3--- 2728 — 9

prej nga rrjedh se:
T1T2T3 ... Trxy = logg 2,

d.m.th.:
logs 2 -log, 3 -logs4---logg 8 - logy 9 = logy, 2,

cka duhej vértetuar.

Detyra 10. Té zgjidhet ekuacioni:

log, (47 +4) = x + log,(2°T — 3).

Zgjidhja. Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me :

log, (4% 4+ 4) xlogy 2 + logy (2711 — 3)
log, (4% 4+ 4) log, 2% + logy (27! — 3)
loga(47 +4) = log,[2(27+ — 3)],

prej nga rrjedh se:

4744 = 272"t -3)
(2" +4 = 2-(29)*-3.2°
(272 —3.2" -4 = 0.
Pas zévendésimit
2% =t
marrim ekuacionin katror
t2—3t—4=0

(1)

zgjidhjet e té cilit jané ¢, = —1 dhe to = 4. Nga (1) pér ¢t = t; = —1 gjejmé se
2% = —1 gjé qé éshté e pamundur sepse 2* > 0 pér ¢do x € R. Po ashtu, nga
(1) pér t =ty = 4 = 22 gjejmé qé 2% = 22, d.m.th. z = 2. Rrjedhimisht, z = 2

éshté zgjidhja e ekuacionit té dhéné.

Detyra 11. Té zgjidhet ekuacioni eksponencial /3% + 1 = 27,



Zgjidhja. Pas pjesétimit me 2% ekuacioni i dhéné merr formén:

V3% 1

- = 1
27 * 27 ’
V3 1
2 7\ ~\z — 1
B+ = L
ose, meqé @ = sin 60° dhe % = cos 60°,

(sin 60°)® + (cos60°)* =1,
prej nga, n bazé té identitetit themelor té trigonometrisé sin?z 4+ cos?z = 1,

rrjedh se x = 2.

Detyra 12. Té gjendet bashkésia e zgjidhjeve té inekuacionit

14+2-2%4+3-3% <6”.

Zgjidhja. Duke pjesétuar té dy anét e inekuacionit té dhéné me 6* > 0

fitojmeé inekuacionin

()" +2()" +3(3)" <1,

i cili éshté ekuivalent me inekuacionin e dhéné. Nése vejmé

Fl@) = (2" +26)7 +3(3)°,

inekuacioni i fundit merr formén

flx) < 1.
Vérejmeé se
@)= (4237430 = b o+ o=,
Prandaj, inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me inekuacionin
flz) < f(2). (+)
Meqé % < 1,% < 17% < 1 pérfundojmé se funksionet eksponenciale (é)“’7 (é)i

dhe (4)” jané monotono zvogéluese, késhtu qé edhe f(z) si shumé e tyre, éshté
funksion monotono zvogélues. Duke pasur parasysh kété fakt, inekuacioni (x)
éshté ekuivalent me = > 2. Prandaj, bashkésia e zgjidhjeve té inekuacionit té
dhéné i cili éshté ekuivalent me (%) éshté (2, +00).

Detyra 13. Té zgjidhet ekuacioni:

3+54+ 74 -+ 15z = 2808.



Zgjidhja. Le té jeté n numri i anétaréve té té vargut arithmetik né anén
e majté té ekuacionit té€ dhéné. Atéhré, a; = 3,a, = 15x dhe d = 2 jané,
pérkatésisht, anétari i paré, anétari i n—t€ dhe diferenca e atij vargu arithmetik
kurse S, = 2808 éshté shuma e n anétaréve té paré té atij vargu. Meqé

a1 + a, 3+ 15z
.n: .n

S, =
2 2

pérfundojmé se:

3+ 15z

-n = 2808 => (3 + 152)n = 2 - 2808 (1)

Nga ana tjetér, nga a,, = a1 + (n —1)d meqé a,, = 152, a; = 3 dhe d = 2, rrjedh
se 152 = 3+ 2(n — 1) e prej kétu: n = 132=3 41 = 152=1_ Duyke zévendésuar
kété vleré té n né (1) gjejmeé se:

15z -1

(3 + 15z) - = 22808

(3 + 152)(15x — 1) = 4 - 2808

(152)% +2- 15z — 3 — 11232 = 0

2252% 4+ 30z — 11235 = 0

152° + 2z — 749 = 0,
prej nga rrjedh se 1 = 7 dhe 2o = —% = —7%. Meqé té gjithé anétarét e
vargut arithmetik né anén e majté té ekuacionit té dhéné jané numra pozitiv,
pra edhe 15z > 0, d.m.th. = > 0, meqé zo < 0, pérfundojmé x5 nuk éshté
zgjidhje e ekuacionit té dhéné. Pra, e vetmja zgjidhje e kuacionit té dhéné

éshté x =21 = 7.

Detyra 14. Né rrafshin horizontal nga tri pika té larguara nga baza e
antenés televizive pér 100 m, 200 m dhe 300 m ajo antené shihet nén kéndet
«, 3,7, pérkatésisht, shuma e té cilave éshté 90°. Té gjendet lartésia e antenés!

Zgjidhja. Le té jeté x m lartésia e antené. Meqé nga pikat e larguara pér
100m, 200 m dhe 300m antena shihet nén kéndet «, 3,~y, pérfundojmé se:

T
tany = —

tan @ = —— tan 8 = 2
n ~ 200’ 300°

100’
Meqé nga a + 8 + v = 90° rrjedh se v = 90° — («a + ), pérfundojmé se:

x o 1 1
ﬁ =tany = tan[go - (a+ﬂ)] = COt(a +ﬂ) = tan(oz—i—ﬁ) ~ Ttanattang

l—tan a-tan 3

2
_l—tana-tanf 1— 355 305 % B 100 - 200 — a2
© tana+tanf B

x4 oz 3z
00 T 200 200 300z



d.m.th.
r o 100 - 200 — z2

300 300z
— 222 =100 - 200 = z? = 100> = z = 100,

= 22 =100 - 200 — 22

sepse x > 0. Pra antena éshté e larté 100m.

Detyra 15. Le té jené u, v, w tre numra kompleks me moduj té barabarté
|u| = |v] = |w| = r. Té vértetohet se

uv + vw + wu

u+v+w
Zgjidhja. Meqé |u| = |v| = |w| = r, numrat kompleks u, v, w mund té
shkruhen né formén
u=rz, v = T2, w = T23,
ku z1, 22, z3 jané numra kompleks té tillé qé |z1| = |2z2| = |z3] = 1. Atéheré

barazimi qé duhet vértetuar merr formeén:

r221z2 + r2z223 + T22321 2122 + 2923 + 2321 —1
r(z1 + 22 + 23) 21 + 29 + 23 '
Shprehjen e fundit e shndérrojmeé késhtu:
I
|2’12’22’3| |22 =1.
21+ 29 + 23
Meqé nga |z1| = |z2| = |23] = 1 rrjedh se |212225] = |21]|22]|23] = 1, dhe meqé
— =7%;,t=1,2,3, barazimi i fundit merr formeén:
Zi
i+ Z+ 73| 21+ ta | |21 + 22 + 23] ()
21 + 29 + 23 2n+2+24+24+3 |21 + 22 + 23]

Barazimi i fundit éshté i vérteté sepse moduli i ¢do numri kompleks éshté i
barabarté me modulin e té koniuguarit té tij (|z| = |Z|). Prandaj, i vérteté
éshté edhe barazimi i dhéné qé éshté ekuivalent me barazimin e vértetuar ().

Detyra 16. Le té jeté S syprina e sipérfaqes katérkéndéshe konvekse me
gjatési brinjésh a, b, c,d. Té vértetohet se

1
S < Z(a+c)(b+d).

Zgjidhja. Le té jeté ABCD sipéfaqja e dhéné katérkéndéshe dhe |AB| =
a, |BC| =0, |CD| =c, |DA| = d le té jené gjatésité e brinjéve té saj. Atéheré:

S =Saapp +SaBcp (1)

10



S = Saapc + Saacp (2)
Né qofté se z,y jané gjatésité e dy brinjéve té njé sipérfageje trekésndshe dhe «
kéndi ndérmjet tyre, atéheré syprina e saj éshté:

Ty .
SA = — -sina.

2
Meqé, sina < 1,, pérfundojmé se
Sa <3 (3)
Duke pasur parasysh (3), nga (1) dhe (2) rrjedh se:
ad  bc ab cd
L e h <«
S < 5 + > dhe S < 5 + 5

Duke mbledhur ané pér ané dy pabarazimet e fundit,gjejmé se:

25 < %(ad+bc+ab+cd) =-la(b+d)+c(b+d)] = %(a+c)(b+d),

N =

prej nga:

S< —(a+c)(b+d),

1=

¢ka duhej vértetuar.

Detyra 17. a) Le té jeté @ gendra e réndesés (d.m.th. piképrerja e
mesoreve) sé trekéndéshit ABC dhe X piké e ¢farédoshme brenda atij trekéndéshi.

Té vértetohet se:
3XQ = XA+ XB+XC.
b) Le té jené M, N pika té brinjés BC, P, R pika té brinjés CA, S,T pika
té brinjés AB té tilla q¢ MR | AB, PT || BC, SN || CA dhe MRN PT N
SN = {X}. Le té jené, mé tej, Ay, By, C1 meset e segmenteve M N, PR, e ST,
pérkatésisht. T€ vértetohet se vlen:

3
XA, +XB,+XC, = 5)@.

Zgjidhja. a) Le té jené A’, B’, C’ meset e brinjéve BC, CA e AB,
pérkatésisht. Atéheré

XO0=XA+40, XO0=XB+DBQ, X0=XC+0CQ.

(Shih figurén)

:

c’ B

A

Meqé qgendra e réndesés i ndan mesoret AA’, BB’, CC' né pérpjesén

11



2 : 1, pérfundojmé se:
4G = 2A4, PG = 1BB’, 0g = 200
Prandaj,
m:m+§m )ﬁ:)@#%ﬁ mzﬁJr%(W.

Duke i mbledhur ané pér ané kéto tri barazime gjejmé se:

3)@:ﬂ+)(—3)+ﬁ+§(AA’+BB’+CC’). (1)

Meqé:

AA’+ BB +CCOT =
= AB+BB'+BC+CB'+CA+ AC’
1 1 1
= E+§BT*+LTO+§@1+@{+§@

= %(A’B’JFWJr@i)zo,

nga (1) rrjedh se 3XQ=XA+XB+ XC, ¢ka duhej vértetuar.
b) Vérejmé qé Ay, si mes i segmentit M N, éshté piképrerje e diagonaleve
té paralelogramit té ndértuar mbi vektorét X M dhe X 3\7, késhtu qé:

XA, = %(WJFW).

Ngjashém pérfundojmé se edhe:

ﬁ?:;(ﬁ+m m:;m+ﬁ>.

S C T B
Nga ana tjetér, sipas kushteve té detyrés (shih figurén e mésipérme),katérkéndéshi
XTBM éshté paralelogram me diagonalen XB , prandaj:

XB=XM+XT.

12



Po ashtu, sipas kushteve té detyrés, XSAR dhe X NC'P jané paralelograme me
dijagonalet XAe ﬁ, pérkatésisht, prej nga rrjedh se:

XA=XE+XS dhe XC=XN+XP.

Duke pasur parasysh barazimet e mésipérme, pérfundojmé se:

XA, + XB, + XC; =
%(}W+ﬁ)+%(ﬁ+ﬁ)+%(ﬁ+ﬁ)
= %[(ﬁ+ﬁ)+(m+)ﬁ)+(ﬁ+ﬁﬂ
= %(}WM}@#}TC‘)

Prej kétu, duke pasur parasysh barazimin XA+ XB+XC = 3)?@ té
vértetuar né a), pérfundojmé se

3
XA+ XB1+XC, = §X2i§,
¢ka duhej vértetuar.

Detyra 18. Le té jené |C—B>| =aq, |Cﬁ| = b dhe |AB| = ¢ gjatésité e brinjéve
té trekéndéshit ABC. Né qofté se D éshté mesi i brinjés AB, té vértetohet se

vlen: ) 2 )
3b° — ¢
CA.cp= &=
CA.-C 1

(C? . CD shénon prodhimin numerik (skalar) té vektoréve CAe C—’D))

Zgjidhja.  Meqé AD = %A—B = %(C—B) - ﬁ) pérfundojmé se CD =
CA+AD=CA+ %(C—B) ~CA) = %(m + CB), prandaj:

CA-OD =CA- [(CA+TB) = |(CA-TA+CTA-TB)
_ %(|C—A|2 +|CA|-|CB] - cos £ (TA, TB)) = %[zﬂ + abeos £ (T4, TB)),

d.m.th.
1
Cﬁ-@zi[lﬁ—l—abcosl(w,@)]. (1)
Sipas teoremés sé kosinusit kemi:

® = a? +b% — 2abceos L(CA,CB),

késhtu qé:
a?+b%—c?

abcos L(CA,CB) = — (2)
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Nga (1) dhe (2) rrjedh se

2 2 _ 2 2 2 _ L2
RCTI PR S e

¢ka duhej vértetuar.

Detyra 19. Sa numra natyral mé té vegjél ose té barabarté me 10000 jané
té plotépjesétueshém me 4 ose me 67
Zgjidhja.
A = {4k : k € N A 4k < 10000}

éshté bashkésia e té gjithé numrave natyral té plotépjesétueshém me 4, kurse
B ={6k: ke N A6k <10000}

éshté bashkeésia e té gjithé numrave natyral té plotépjesétueshém me 6. Atéheré,
AN B éshté bashkeésia e té gjithé numrave natyral mé té vegjél ose té barabarté
se 10000 gé plotépjesétohen me 4 dhe me 6, d.m.th. bashkésia e té gjithé
numrave natyral mé té vegjél ose té barabarté se 10000 g€ plotépjesétohen me
shmup(4,6) = 12. Pra:

ANB={12k: k€ N A 12k < 1000}.

Ndérkaq, A U B éshté bashkésia e té gjithé numrave natyral mé té vegjél ose té
barabarté se 10000 gé plotépjesétohen me 4 ose me 6 Kérkohet té gjendet numri
|AU B| i elementeve té bashkésis AU B. Sipas parimit té pérfshirje-pérjashtimit
(inclusion- exlusion principle) vlen:

|[AUB|=|A|+ |B| - |AN B|. (%)

Megé nga 4k < 10000 = k < 19909 — 2500, pérfundojmé se [A| = 2500.
Ngjashém, meqé nga 6k < 10000 = k < % = 1666, 66 . .. pérfundojmé se
|B| = 1666, kurse nga 12k < 10000 = k < 19909 — 833 33..., késhtu qé
|A N B| = 833. Prandaj, nga () rrjedh se:

|AU B| = 2500 + 1666 — 833 = 3333.

Késhtu, 3333 numra natyral mé té vegjél ose té barabarté me 10000 plotépjesétohen
ose me 4 ose me 6.

Detyra 20. Sa éshté numri i vargje té fundme (stringjeve) prej 5 shifrave
dhjetore gé i kané saktésisht 4 shifra té barabarta me 5.

Zgjidhja. Ekzistojné (Z) = 5 lloje té ndryshme té vargjeve té fundme prej
5 shifrave dhjetore 4 shifra té té ciléve jané té barabarta me 5, dhe ato jané
vargjet e tilla qé:

I. katér shifrat e para i kané té barabarta me 5;
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II.  tri shifrate para dhe shifrén e pesté e kané té barabarté me 5;

ITI. dy shifrat e para si dhe dy shifrat e fundit (d.m.th. té katértén dhe té
pestén) i kané té barabarta me 5.

IV. shifrén e paré dhe tri shifrat e fundit i kané té barabarta me 5;

V. katér shifrat e fundit i kané té barabarta me 5.

Vargu i secilit nga pesé llojet e mésipérme i ka katér shifra té fiksuara (té
barabarta me 5) té cilat mund té zgjedhen né njé ményré té vetme kurse njéra
nga shifrat e tyre éshté e ¢farédoshme dhe mund té zgjedhet né 10 ményra té
ndryshme (prej 0—9). Prandaj, sipas rregullés sé prodhimit, kemi 1-1-1-1-10 =
10 vargje té secilit nga pesé llojet e mésipérme, kurse sipas rregullés sé shumés
10 + 10 + 10 + 10 4 10 = 50 éshté numri i té gjitha vargjeve prej pesé shifrave
dhjetore gé i kané saktésisht katér shifra té barabarta me 5.

Detyra 21. Nxénésit e njé klase ndjekin kurset e matematikés dhe infor-
matikés ose qé té dy kéto kurse. Dihet se kursin e matematikés e ndjekin 24
nxénés, kursin e informatikés e ndjekin 29 nxénés kurse qé té dy kéto kurse i
ndjekin 15 nxénés. Sa nxénés i ka

a) 1ika ajo klasé ?

b) e ndjekin vetém kursin e matematikés ?

¢) e ndjekin vetém kursin e informatikés ?

Zgjidhja. Le té jeté A bashkésia e nxénésve té klasés qé ndjekin kursin
e matematikés kurse B bashkésia e nxénésve qé ndjekin kursin e informatikés.
Atéheré, AU B éshté bashkésia e té gjithé nxénésve té asaj klase, AN B éshté
bashkésia e nxénésve té klasés qé ndjekin té dy kurset, A\ (ANDB) éshté bashkésia
e nxénésve gé ndjekin vetém kursin e matematikés, kurse B\ (A N B) éshté
bashkésia e nxénésve gé ndjekin vetém kursin e informatikés. Prandaj, sipas
parimit té pérfshirjes - pérjashtimit, pérfundojmé se:

a) |[AUB|=|A|+|B|—|ANB|=24+429—15 = 38 nxénés i ka gjithésejt
klasa;

b) [A\(ANB)| =|4 —|ANB| =24—-15=9 nxénés e ndjekin vetém
kursin e matematikeés;

c) |[IB\(ANB)|=|B|-|ANB| =29 —15 =14 nxénés e ndjekin vetém
kursin e informatikeés.

Detyra 22. Trajneri i ekipit té futbollit ka né dispozicion 3 portier, 7
mbrojtés, 7 mesfushoré dhe 6 sulmues. Né sa ményra mund té béhet zgjedhja e
ekipit qé pérbéhet prej 1 portieri, 4 mbrojtésve, 4 mesfushoréve dhe 2 sulmuesve?

Zgjidhja. 1 portier né mesin e 3 portierve mund té zgjedhet né C(3,1) =

(i’) = 3 ményra té ndryshme; 4 mbrojtés né mesin e 7 mbrojtésve mund té zgjed-

hen né C(7,4) = (Z) = 4%, = % = 35 ményra té ndryshme; 4 mesfushoré
né mesin e 7 mesfushoréve mund té zgjedhen né C(7,4) = (Z) = 4,7—'3, =35

ménura té ndryshme; 4 sulmues né mesin e 6 sulmuesve mund té zgjedhen né
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C(6,2) = (g) = %!4! = g:‘;’:ji = 15 ményra té ndryshme. Prandaj, i téré ekipi

mund té zgjedhet né
c@3,1)-Cc(r,4)-C(7,4)-C(6,2) =3-35-35-15 =55 125
ményra té ndryshme.

Detyra 23. Té vértetohet qé né qofté se ¢ifti (x, y) éshté zgjidhje e sistemit
té ekuacioneve
22 —3zy+2y°2 +r—y=0
2?2 —2xy+y?> —bx+Ty=0
atéheré (z,y) éshté zgjidhje edhe e ekuacionit

ry — 122 + 15y = 0.

Zgjidhja. Ekuacionin e paré té sistemit té dhéné e faktorizojmé késhtu:
2 —3ry+ 2 +r—y=0=a> 2oy +y  —ay+yitar—y=
=(@-y’-yl-y+@-y=@-yl-y-y+1)
=@—ylz-2y+1)
Prandaj,
22 =3xy+2y i tr—y =0 <= (z—y)(z—2y+1) =0 <= z—y = 0ve—2y+1 =0,
késhtu qé sistemi i dhéné éshté ekuivalent me kéto dy sisteme:
{ iz —y2xy0+ y? —5r+Ty=0 (1) dhe { 22 —23:1:—3: i— yQO— S5+ Ty =0 (1)
Meqé

z—y=0 {xzy
22 —2xy+1y?—5x+Ty=0 v =2 +y* =5y +Ty=0

{ r=y z=0
pérfundojmé se (z,y) = (0,0) éshté zgjidhja e vetme e sistemit (I). Nga

r—2y+1=0
22 —20y+y? —5x+Ty=0

r=2y—1
h {(2?]—1)2—2(2y—1)y+y2—5(2y—1)+7y=0 -
r=2y—1 r=2y—1 1 =5Vae =3
- {y2—5y+6=0 - {y1 =3Vy=2" {y1:3Vy2=2
pérfundojmé se {(5,3),(3,2)} éshté bashkésia e zgjidhjeve té sistemit (I7).
Késhtu, {(0,0), (5,3),(3,2)} éshté bashkésia e té gjitha zgjidhjeve té sistemeve
(I) dhe (II). Meqé sistemi i dhéné éshté ekuivalent me sistemet (I) dhe (I1),
pérfundojmé se {(0,0), (5, 3), (3,2)} éshté bashkésia e té gjitha zgjidhjeve té sis-
temit té dhéné. Duke provuar drejtpérdrejté, shofim se secila nga kéto zgjidhje
éshté edhe zgjidhje e ekuacionit xy — 12z + 15y = 0, cka duhej vértetuar.
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