SHOQATA E MATEMATIKANEVE

TE KOSOVES

PERMBLEDHJE DETYRASH PER
PERGATITJE PER OLIMPIADA
TE MATEMATIKES

Klasa 9

Armend Sh. Shabani

Prishtiné, 2009



Bashkésité numerike

1. Té vértetohet se numri 2004-2005-2006- 2007 +1 éshté katror i njé numri
té ploté. Cfaré mund té konkludoni? A mund té pérgjithsoni pohimin?

Pra, avlen pohimi vijues:
Kur prodhimit té katér numrave té njépasnjéshém té ploté i shtojmé numrin
1 merret katrori i njé numri té ploté.
2.  Sanumraté ploté ka bashkésia e zgjidhjeve té mosbarazimit
|In|-2005|< 2004 ?

3. Técaktohet numri méi vogél natyror n pér té cilin vlera e shprehjes

/2004 ++/n
/2004 - /n

éshté numér natyror.
4. Numri dhjetor periodik 0.00...0200420042004... té shkruhet né trgjté té

2004
thyesés.
5. Letéjené dhéné numrat 2,2%,2°,2°,...,2°%, 2% ' A mund té ndahen kéta

numra né dy bashkés pa elemente té pérbashkéta, ashtu gé shuma e
numrave né njérén bashkési té jeté e barabarté me shumén e numrave né
bashkésiné tjetér?

6. Té& caktohen té& gjithé numrat natyror n pér té cilé numri n®+6n + 646
éshté katror i njé numri natyror.

7. Técaktohen té gjithé numrat natyror a,b,c tétillégé 1+i+i=1.
a ab abc

8. Letéjeté p numér i thjeshtéi tillé g¢ 2p -1 dhe 3p—3 té jené katror té
numrave té ploté. Té vértetohet se 5p—1 éshté katror i njé numri natyror
pér té paktén njé numér té thjeshté p.
9. Técaktohen té gjithé numrat racional pozitiv a,b,c tétillé gé
a(lb+bc+1) 7
b+bc+c+2 12°



Bashkésité numetrike

10.

11.
12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Té caktohet vlera mé e vogél e herésit gé merret kur numri i ¢farédoshém
treshifror pjesétohet me shumén e shifrave té tij.

Té vértetohet se shifra e fundit e numrit 2",n e N nuk mund té jeté zero.

Té vértetohet se cdo numér natyror (né sistemin dhjetor) gé pérmban vetém
shifrat 2 dhe 6 mund té shkruhet né trgjtén 4k + 2, pér ndonjé k numér té
ploté jonegativ. Pastg) té tregohet se numri gé ka vetém shifrat 2 dhe 6 nuk
mund té shprehet s ndryshim i katroréve té dy numrave natyror.

Letéjeté t(n) numri i pjesétuesve té numrit n (kétu pérfshihen edhe 1 dhe
n). Té caktohet numri méi vogél natyror n pér té cilin vien t(n) = t(2004) .

Té vértetohet se numrin n(n+1)(2n +1) plotépjestohet me 6, pér¢cdo ne N .

Té vértetohet se numri i plotéi trajtés 4k + 2 nuk mund té jeté katror i njé
numri té ploté. Pastg té tregohet se shuma e katroréve té dy numrave tek
nuk mund té jeté katror i njé numri té ploté.

té vértetohet se numri 3n+2, ne N nuk mund té jeté katror i njé numri té
ploté.

Trekéndéshi kénddrejté, gjatésité e brinjéve té té cilit jané numra té ploté
quhet trekéndésh i Pitagorés. Té vértetohet se né trekéndéshin e Pitagorés
gjatésia e sé paku njérés brinjé plotépjestohet me 3.

Letéjené a,b,c numraté ploté pozitiv tek. Té vértetohet se vien

(a,b,c)z(a+b’a+c'b+cj.
2 2 2



Elementet e gjeometrisé

10.

Cili trekéndésh me brinjét a dhe b ka syprinén mé té madhe?

Jané dhéné n — pika (n>2), cdo tri prej té cilave jané jokolineare. Sa
drejtéza té ndryshme pércaktohen prej tyre?

Sa rrafshe pércaktojné n pika (n>3) c¢do katér pre té ciléve jané
jokomplanare?

Té vértetohet se:

i) Drejtéza ka pambarimisht shumé pika.

ii) Rrafshi ka pambarimisht shumé drejtéza.

Té vértetohet se kusht i nevojéshm dhe i mjaftueshém gé dy vektoré a dhe
b té jené kolinearé éshté gé té ekzistojné numrat realé m, n, té tillé qé s&
paku njéri prgj tyre té jeté i ndryshém nga zero dhe té plotésohet kushti
ma+nb=0.

Eshté dhéné paralelogrami ABCD dhe pika e ¢farédoshme M. Nése O éshté
piképrerja e diagonaleve, té vértetohet se MO = %(W +MB +MC + MD).

Né katrorin me brinjé 1 jané vendosur né ményreé té ¢farédoshme 81 pikaté
ndryshme. Té tregohet se ekziston rrethi me rreze mé té vogél se % i cili

pérmban s& paku 6 pika nga pikat e dhéna.

Drejtézat a dhe b priten dhe formojné katér kénde: dy kénde té ngushté o

dhe y dhe dy kénde té gjeré B dhe &. Té njehsohen kéndet o,y dhe &
nése 11(a+v)=7(B+9).

Letéjené h, h, h gjatésité e lartésive té trekéndéshit ABC, kurser le té

jeté gjatésia e rrezés <8 rrethit té brendashkruar né trekéndéshin ABC. Té

vértetohet sevlen i+i+i=1.
h, h r

a c

Letéjeté h, gjatésiae lartésisé AD té trekéndéshit kéndngusht ABC dhe le
téjené a,b dhec gjatésité e brinjéve BC, CA dhe AB. Té vértetohet se vien



Elementet e gjeometrisé

11.

12.

13.

ha=2—1a\/(a+b+c)(b+c—a)(b+a—c)(a+c—b).

Letéjené r, dhe r, rrezet e rrathéve R, R, té cilét takohen nga jashté dhe
té cilét i takojné kahét e kéndit té dhéné. Le té jeté r, rrezja e rrethit R, i
cili i takon krahét e kéndit té dhéné. Qendra e rrethit R, éshté piképrerja e
rrathéve Ry, R, . Té vértetohet se r, =212
L+,

T ) e . 9R
Té vértetohet se né ¢do trekéndésh vien mosbarazia ——— > 2, ku
m, +m, +m,

R éshté rrezja e rrethit té jashtéshkruar, kurse m,,m,,m_ jané segmentet e
medianeve.

Té vértetohet se né ¢farédo shumékéndéshi ekzistojné dy brinjé raporti i té
cilave éshté méi vogél se 2.



Transformimet algjebrike

10.

Kur polinomi P(x,y):%(x“+2x2(1—y)+(1—2y)+y2) pjesétohet me

polinomin Q(x,y) merret herési sagjysma e polinomit Q(x,y) dhe mbetja
sanjé e katérta e polinomit P(x,y) . Té caktohet Q(X,Y).

Té caktohen kushtet gé duhet té plotésojné numrat realé x,y,z ashtu gé
vlerae polinomit P(X,y,z) = x* + y* + 2° — xy — yz — xz té jeté pozitive.

Le té jené x,y,z numra reaé té tillé g¢ x>y>z. Nése
X—Yy+2Z X-y-12
X+y+Z X+y-2

atéheré té paktén njéri nganumrat y,z éshté zero.

Le té jené a,b,c,d numra realé té tillé g¢ a+b=0,b=0. Nése vlen

relacioni (ab +2c®)* =c(a+b+2c)(2ab —ac - bc + 2¢?), té vértetohet se
a ¢

a+b b’

Té zbérthehet né faktor polinomi P(x) = x* —3x® + 3x* —3x + 2.

Nése a+ = =1 té vértetohet se a5+i5=1.
a a
X%+ 2
X*+4

Shprehja té shprehet né trgjté té shumés sé dy shprehjeve racionale.

2 f—
Té thjeshtohet shprehja X —~F X1l
Ix](x-2)
Nése a,b jané numraredé, té vértetohet se vien
a +b™ =(a+b)- (@ -a*b+a®® ...+ a’h* —ab*® +b'?).

Pastgj té vértetohet tregoni se shuma 1" + 2'% + ... +101"" plotépjestohet
me 101.

Té caktohet vliera e polinomit P(x,y,z) = x** + 2004y + 2004’ nése dihet
sevlen x> +y* +12°-2(x+4y)+17=0.



Transformimet algjebrike

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1.414141...+/21+12/3 + /37— 2043

(V22 -/6)\7++/33

numeér racional. Té caktohet vlera e tij numerike.

Té vértetohet se numri A= éshté

Shprehja x*" +4y*"té shprehet s prodhim i dy polinomeve. Pastgj té
tregohet se numri 5°° + 4°°% éshté numér i perbéré.
Tétregohet sepér x =1,y =2,z =3 polinomi
P(X,y,2) =Xx*+y? +2° - 2(x+ 2y + 3z) + 14
merr vlerén mé té vogél.
Té caktohen té gjithatreshet e numrave natyror (X,y,z) pértécilét vien

XYZ+Xy+ X2+ yzZ+X+Yy+2+1=2004
ashtugé x>y dhe x>z.

Té vértetohet se shuma e té gjithé numrave natyror nga 1 deri né n nuk
mund té jeté numér katérshifror me té gjitha shifrat e njgta.

Nése a,b,c jané numraread ététillé gé

a+%=b+l=c+1,abc¢0,a¢b¢c¢a
a

atéheré tregoni se |abc |=1.
Té vértetohen identitetet:

) (n(n+1)j2_(n(n—l)j2 _neN.

2 2

Letéjené a,b,c,d numrareaététilléqgé a+b+c+d=0.

Té vértetohet identiteti a®+b*+c®+d°®=-3(b+c)(b+d)(c+d).



Barazimet dhe mosbarazimet

Té zgjidhet barazimi | x|+ |x-1]=1.
Té zgjidhet barazimi | x> —x+1|+|x-12-x.

Le té jeté x numér realé pozitivé. Té caktohet sé paku njé zgjidhje e
X -1
M x|+x=1]+x=2]+x=3]

barazimit

Té zgjidhen barazimet

4.

5.
6.

10.
11.

12.

13.
14.

Vx?+18x+ 81+ /x2+x+%:3.

\/x+4«/x—4 +\/x—4\/x—4 =4.
x* +4x® -3x*> -14x-8=0.

1 1 1 1

—+ = + .

X X+7 X+4 x+3

X2 +UX2+Xx-5=7-X.
Té zgjidhet dhe té diskutohet barazimi
1 1 1 1
+ +

X+mM+n X+mM-n M-nN—X mM+n—X
ku m,n jané numrareal.

Té zgjidhet né bashkésing e numrave natyror barazimi x* + y* = 2004.
Té caktohen té gjithadyshet (x,y), ku x,y jané numranatyror, tétillégé

X+1+.,y+2=+/800.

Té zgjidhet barazimi 1+1=%, ku x,yeN.
Xy

Té zgjidhet barazimi x* —y* =4(y+3),ku x,yeZ.
Té zgjidhet mosbarazimi | x —1j 2x — 4.



Barazimet dhe mosbarazimet

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

Té zgjidhet mosbarazimi | X +1|+|2x +1F +2x+1<|x+ 3] -4.

Té vértetohet mosbarazia (1-a)(1-b)(1-c)>8abc, nése a+b+c=1,
a>0,b>0,c>0.

Le té jené a,b,c numra realé té tillé gé az—%,bz—%, cz—% dhe

a+b+c=1. Tévértetohet sevlen V4a+1++/4b+1++/4c+1<5.

. .. 1 1 1 1
Tétregohet sesepér¢do ne N vlen §<_+ +.+—<1.

n+l n+2 2n

Té vértetohet mosharazia 1% + i +... 1 2.

+——<
2 2004

Letéjené a,b,c numrareaé pozitiv. Té vértetohet mosbarazia

a b c < 3

J(@+c)(a+h) +\/(b+a)(b+c) +\/(c+a)(c+b) S22

Letéjené a,b,c gjatésité e brinjéve té trekéndéshit té dnéné. Té vértetohet

mosbarazia E+9+ ——————— <1.
b c a a b c



Barazimet lineare me dy ndryshore

1.

Eshté dhéné drejtéza me barazimin 5x+12y=a, ku aeN\{1}. Largesa

normale e dregjtézés sé dhéné nga origjina e sistemit koordinativ éshté e
barabarté me b, ku b e N\{L} . Nése syprina e sipéfages s trekéndéshit

gé formon drejtéza me boshtet koordinative éshté e barabarté me 1—: té
vértetohet se njéri nganumrat a,b éshtéi thjeshté.

Té tregohet se nuk ekziston drejtéza me barazimin ax+by =12 (a,b e N)
me veting gé largesa normale e sg | nga origjina e sistemit koordinativ té
jeté 2, kurse syprina e sipérfages sé trekéndéshit gé drejtéza formon me
boshtet koordinative té jeté 12.
Né sistemin koordinativ kénddrejté éshté dhéné drejtéza me barazimin
3x+11y =109. Sa pika né drejtézén e dhéné i kané koordinatat humra té
ploté géi takojné kuadrantit té paré?

13

Né sistemin koordinativ éshté dhéné drejtéza me barazimin y = —% X+ R

Té tregohet se asnjé piké e drejtézés nuk i ka té dy koordinatat numra té
ploté.

Jané dhéné drejtézat me barazimet

d;: 3y, =(x+)m+x

d,: (m-1y,=x+4m-4.
Té caktohet parametri realé m ashtu gé drejtézat té jené paralele.
Té caktohen té gjitha vlerat n pér té cilat funksioni linear

(X+y)=n(x+y-4)+2(2-3x)

éshté rrités.
Té tregohet se pé c¢do numér té ploté n té ndryshém nga 0,-1,-2
funksioni linear %—1= (n+2)x éshtérrités.
Drejtéza y = mx +n, kalon népér pikén T(4,0) nuk kalon né kuadrantin e
dyté dhe me boshtet koordinative formon trekéndésh me perimetér 12cm.
Té caktohet barazimi i drejtézés. (Té caktohen m dhen).



10

Barazimet lineare me dy ndryshore

10.

11.

12.
13.

14.

Jané dhéné drejtézat me barazimet y=1; y=x+1; é+%=1. Té
njehsohet syprina e trekéndéshit gé formojné drejtézat.
Letéjeté dhéné funksioni f(x)=x+1.

a) Tézgjidhet barazimi f (x) + f (f(x* +1)) = x*.

b) Té caktohen koordinatat e pikés (x, f *(x)) .

¢) Té shkruhet barazimi i drejtézési cili kalon népér pikén (x, f2(x)) dhe

éshté paralel me drejtézén y;jzlx;t 2.
X_

Eshté dhéné funksioni y = x + 'X—‘i' .
X —_
a) Té paraqitet grafikisht funksioni i dhéné.
b) Ai takojné pikat A(1,0) dhe B(Z,2) grafikut té& funksionit?

Té paragitet grafikisht funksioni y =+/x% —4x+ 4 +/x> —2x +1.
Té caktohen té gjitha funksionet lineare f (x) =mx+n tétillagé
f(2x+3)+ f(3x+2)= f((2x+3) +(3x+ 2)) .

Eshté dhéné drejtéza me barazimin y=(2k +5)x+k —5. Té& caktohet
parametri k né ményré gé grafiku té pret boshtin y nén origjinén e sistemit
koordinativ dhe me kété rast funksioni té jeté rrités.



Sistemet e barazimeve

Té zgjidhen sistemet e barazimeve:

oy 12

(x+y+2)(x+y)=100 X+y S

1. (x+y+2)(y+2)=300. 2. i=E.
(X+y+2)(x+2z)=400 yrz S

Xz 35

x+z 13

3. Técaktohet f(x) dhe g(x) nése
f[LJ+g(3x+l):2x
x-1
) .
f(—j—g(2x+1)=x
x-1

4. Teécaktohet vlerae parametraverealé A,B,C,D ashtu gé té vligjé barazimi

1 A B Cx+D
= + + )
-1 x-1 x+1 x*+1

Té zgjidhen sistemet e barazimeve:

x> +4y? =2x+4y +5

22 v —
5. <4y?+97°=4y+62+6. 6. {(X y)x-y)=96

X+y=6
922 +x* =62+ 2x+7 y
{x+|x|—|y|=2 8 x> —y*-33(x-y)=0
y—|x|+|y[E4" ' X+ y3—17(x+y)=0
(x+y)(x+2z)=2a° (y+2)?=x*+3
9. <(x+2)(z+y)=Db*. 10. < (z+Xx)*=y*+4.

(z+y)(y+x)=c? (x+Yy)?*=2°+9



12 Sistemet e barazimeve

11. Eshté dhéné sistemi linear sipas X,y

X y

+ =2m
m+n m-n
X_
Y_a
mn

ku m,n jané parametra real&. T& vértetohet se sistemi ka zgjidhje pozitive,
nése mn=0 dhe m=+n.

12. Té zgjidhet mosbarazimi i dyfishté 1< _g
n+

<4,

13. Eshté dhéné sistemi i barazimeve
(m+2)x+my=5
{Zx ~3y=m '
Té caktohet parametri realé m ashtu gé zgjidhjet e sistemit té plotésojné

. 3 1
relacionin x—EyS—m.

2
X=y+2>0
14. Té zgjidhet sistemi i mosbarazimeve < x+y—-4<0 .
x—-2y—-3<0

x> +5x+6>0

15. Tézgjidhet sistemi i mosbarazimeve
x*+1<0



Bashkésité numerike

1. Numrin e dhéné e shkrugimé si vijon:
2004 -2005- 2006 - 2007 +1
= (2006 - 2) - (2006 +1) - (2006 —1) - 2006 + 1

= (20062 — 2006 — 2) - (2006 — 2006) +1
= (20062 — 2006)? — 2- (20062 — 2006) + 1
= (20062 — 2006 —1)° = (20062 — 2007)?, gjé qé duhej treguar.

Le té tregojmé se kur prodhimit té katér numrave té njépasnjéshém té ploté
u shtojmé numrin 1 merret katrori i njé numri té ploté.

Letéjené n,n+1n+ 2,n+ 3 katér numra té ploté té njépasnjéshém.
Atgheré n-(n+D-(n+2)-(n+3)+1=(n*+3n)-(N*+3n+2)+1

=(n*+3n)* +2(n*+3n)+1=(n*+3n+1)°.

Detyra pér ushtrime

V értetoni ose mohoni pohimet vijuese:

1. Kur prodhimit té tre numrave té njépasnjéshém natyror i shtojmé numrin 1
merret kubi i njé numri natyror.

2. Kur prodhimit té katér numrave té njépasnjéshém natyror tek i shtojmé
numrin 1 merret katrori i njé numri natyror.

3. Kur prodhimit té katér numrave té njépasnjéshém natyror cift i shtojmé
numrin 1 merret katrori i njé numri natyror.

2. Nébazé té vetisé s vlerés absolute kemi
—2004 <|n |-2005 < 2007
D.m.th. 1<|n<4012.
Zgjidhim rastin |[n[>1. Nékétérast kemi n<-1 dhe n>1. Pse?
Né anén tjetér |n < 4012 = —4012<n < 4012.
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Bashkésité numerike - zgjidhjet

D.m.th. zgjidhje jané ato vleran pér té cilat vien
-4012<n<-1 dhe 1<n <4012 D).

Pra, gjithsgjté jané 2-4012=8024 numra té ploté n gé e plotésojné
mosbarazimin e dhéné dhe ata jipen me (1).

Shprehjen e dhéné e shkruajmeé né trajtén
2004

J2004+vn | p +1_k+1_1+ 2
J2004 —/n \/2004 k-1 7 k-1

g

ku me k kemi zévendésuar shprehjen /% :
n

Megé numri i dhéné duhet té jeté natyror mbetet gé k —1<{1,2}, d.m.th.
ke{2,3.
Pér k=2, kemi

F” 204, _f [2004 ) [2008_,
e A e

Ngarelacioni i fundit merret n=501.

Nxénési, ngjashém si mé sipér le té tregojé se pé&r k =3 merret gé n nuk
éshté numér natyror.

Pérfundojmé se n=501 éshté numri mé i vogél natyror pér té cilin

2008 +
V2004 —Jn

Detyré pér ushtrime

éshté numér natyror.

Y2004 +
2004

4. A ekziston numri natyror n pér té cilin shprehja ————~ éshté numér

natyror?

Le té shénojmé me x numrin e dhéné. Pra x =0.00...0200420042004... .

2004
Relacionin e fundit e shumézojmé me 10°* dhe 10* dhe marrim:
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10 x = 0.20042004... 1)
10%% x = 2004.20042004... 2
Duke zbritur ané pér ané barazimin (1) nga barazimi (2) merret

107 x —10° x = 2004 .

2004 2004

D.m.t.h. x= = .
10 (10" —1)  9999.10%*

Supozojmé se njé ndarje etillé e numrave té dhéné éshté e mundur.

Le té shénojmé me S shumén e elementeve né ciléndo bashkési (S do té jeté
edhe shuma e elementeve té bashkési sé tjetér).

Qarté se S éshté numér ¢ift sepse fitohet s shumé e numrave cift (secili nga
numrat 2",ne€1,2,...,2004 éshté cift).

Né anén tjetér 25 =2+2° + 2° +..+ 2 D.mith. S =1+ 2+ 2% +...+ 2%,

Pra S na paragitet té jeté numér tek. Pse? Por, mé sipér pamé se S éshté
numeér cift. Pra, kemi arritur né kontradiksion. D.m.th. supozimi yné genka
i gabuar. Me fjalé té tjera, numrat e dhéné nuk mund té ndahen né dy
bashkési me vetiné gé té kené shumén e njéjté.

Detyré pér ushtrime

5. A éshté e mundur gé numrat 3,3?,3,...,3° té ndahen né dy bashkés pa

elemente té pérbashkéta né ményré gé prodhimi i numrave né njérén bashkési
téjetéi barabarté me prodhimin e numrave né bashkésiné tjetér.

Le té n?’+6n+646=m?. Atéheré n?+6n+9+637=m?. D.m.th.
m? —(n+3)* =637, pérkatésisht (m—n—-3)-(M+n+3)=91.7.
. . Im-n-3=7
Merret sistemi . Pse?
m+n+3=91
Duke mbledhur ané pér ané té dy barazimet e sistemit t& mésipérm merret
m=49.Pra (n+3)*=49° -637=n=39.

Pérfundojmé se n=39 é&shté numri i vetém natyror pér té cilin shprehja
n® + 6N + 646 éshté katror i njé numri natyror.
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SE pari vérgmé se té tre té mbledhéshmit i,i,i nuk mund té jené
a ab abc

njékohésishté mé té vegjél se :—13 . Pse? Pra s& paku njéri prej tyre duhet té
jeté méi madh ose baraz me :—13 .

Do té shqyrtojmeé tri raste:

1) 121 2) izl 3) izl
a 3 ab 3 abc 3

Rasti 1). Nése Ez% atéheré a<3.D.m.th. ae{l1,2,3.
a

Pér a=1 kemi 1+1+i=1 d.m.th. EJrizo pra né kété rast
b bc b bc

detyranuk ka zgjidhje. Pse?

Péra=2 kemi =+~ 4+ 11, 1.
2 2b 2bc b bc

Duke transformuar shprehjen e fundit merret 1=c- (b —1) prej nga

kem c=1b-1=1. Pra a=2b=2,c=1 éshté njé zgjidhje e

detyrés.

1.

Péra=3kemi1+i+i=1:1+i:2.
3 3 3bc b bc

Pas transformimit té shprehjes s& fundit kemi c-(2b-1) =1,
dmth. c=1,2b-1=1. Pra a=3b=1c=1 é&shté njé zgjidhje
tjetér e detyrés.

Rasti 2). Nése a_lb 2% atéheré ab < 3. Kétu na paragiten kéto nénraste:
i) a=1b=1 i) a=1Lb=2 i) a=2b=1
iv) a=1b=3 v) a=3b=1.

Nxénési lehté mund té tregojé se né asnjérin nga nénrastet i) — iv)
detyra nuk ka zgjidnje. Né nénrastin v) merret zgjidhja
a=3b=1c=1qgéu paragit gjaté shqyrimit té rastit 1).
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Rasti 3). Nése a_;czé atéheré abc<3. Duhet shgyrtuar nénrastet
vijuese:
i) a=lb=1c=1 i) a=lb=1c=2
iii) a=Lb=1c=3 iv) a=lb=2c=1
iv) a=1Lb=3c=1 vi) a=2b=1c=1

vii) a=3,b=1c=1.

Nxénési lehté mund té tregojé se né nénrastet i) — vi) detyra nuk
ka zgjidhje kurse né nénrastin vii) ka zgjidhje e cila u paragit né
rastin 1).

Detyra pér ushtrime

6. Técaktohen té gjithé numrat natyror a,b,c,d tétillé gé

1 1 1 1
—F—+—+ =1.
a ab abc abcd

7.  Técaktohen té gjithé numrat natyror a,b,c,d tétillé gé
1 1 1 1

=1.
abc abd acd bcd

Letéjeté 2p—1=k* dhe 3p-3=m?. Atéheré duke i mbledhur ané pér
ané dy shprehjet e fundit merret

5p-1=k*+m?+3 (1)
Poashtu 5p-1=4(2p-1)-(3p-3), pra
5p—-1=4k*-m? (2)

Nga (1) dhe (20 meret k*+m?+3=4k*-m?, pérkatésisht
3(k?~1) = 2m* < 3(k —1)- (k +1) = 2m?.

Dallojmé rastet:
3k-)=2 ~)=m? k-1 =2
1) (k-1 2 3k-1)=m 3 (k —1) = 2m
k+1l=m? k+1=2 k+1l=m

2 3k-D)=m 5) 3k+=2 6 3k +1) =m?
k+1=2m k-1=m? k-1=2
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o [HkeD=2m o [3ke=m
) {k—lzm ) {k—1=2m'

Pérveg rastit té treté, me zgjidhjen e té cilit merret k =5,m =6 rastet tjera
nuk kané zgjidhje.Tregoni.

Pé k=5 ose m=6 merret p=13. Pra, pérfundojmé se pér p=13,
5p —1 éshté katror i njé& numri natyror (numrit 8).

Sé pari vérgmeé se ana e majté mund té shkruhet si vijon

a(b+bc+1) a 3 a B
b+bc+c+2_b+bc+1+c+1_1+ c+1
b+bc+1 b+bc+1
a a
= = ) (1)
1+ L 1+ 1
b(1+c)+1 ba 1
c+1 c+1

Kurse ana e djathté mund té shkruhet né formén:

71 1 1 1 1 @
12 12 1+§ 1+ 12 1+ 11 1+ 11
! 7 1+— 1+§ 1+

5 - 1+—
2
Nga (1) dhe (2) merret
a B 1

1+ 11 1+ 11
b+— 1+——
c+1 142

3

Kjo éshté e mundur vetém nése azlbzlc:g.

. Eshté e garté se ¢do numér treshifror n, mund té shprehet si vijon
n=10"a+10b+c,
ku a,b,c jané shifrae gindésheve, dhjetésheve dhe njésheve, pérkatésisht.

Atéheré duhet caktuar vlierén mé té vogél té numrit (herésit)
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11.

~100a+10b+c
a+b+c

H

99 + 9%

Numrin e dhéné e shkrugimé nétrajtén H =1+ .
a+b+c

Shprehja e dhéné e ka vierén mé té vogél kur ¢ merr vlerén mé té madhe.
Pse? D.m.th. c=9.

1la+b
a+b+9

Prakemi H=1+9

:1+9(1+ 10a—9j: 910{:1—9

a+b+9 a+b+9’

Ngjashém si mé paré konkludojmé se shprehja e dhéné ka vierén mé té
vogél kur b merr vierén mé té madhe. Prab=9.

10a-9
a+18

Tani, né kété rast shprehja ka vlerén mé té vogél kur a merr vierén mé té
vogél. Pse? D.m.th. a=1.

Pra H :10+910_9 =10+3:@.
19 19 9

Pérfundojmé se vierameé e vogél merret pér a=1,b=9,c=9.

Kemi H=10+9

Detyra pér ushtrime

8. Té caktohet viera mé e madhe e herésit gé merret kur numri ¢farédoshém
katérshifror pjesétohet me shumén e shifrave té tij.

9. Té caktohet viera mé e madhe e herésit g& merret gé merret kur numri i
cfarédoshém treshifror pjesétohet me prodhimin e shifrave té tij.

10. Té caktohet viera mé e vogél e herésit gé merret kur numri i ¢farédoshém
treshifror pjesétohet me prodhimin e shifrave té tij.

Supozojmé se pér ndonjé ne N, shifra e fundit e numrit 2" éshté zero.
Atéheré numri 2" plotépjestohet me 10, d.m.th. ekziston numri i ploté
pozitiv ki tillége 2" =10-k .

Pra 2" =2-5-k, prej ngarrjedngé 2" =5-k .
Vérgmése k duhet té jeté numér gift. Pse? Letéjeté k =2-k, .
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12.

Atéheré 2'=5.2.k,, dmth. 2"?=5.k,. Ngjashém s mé sipér
konkludojmé se k; duhet té jeté numér cift dhe me ké&é rast merret
2% =5.k,.

Duke vazhduar kété proces merret 2"" =2°=1=5-k ,, ku k , éshté

numér i ploté pozitiv, gjé gé nuk éshté e mundur. Pse? Pérfundojmé se
shifra e fundit e numrit 2" pér asnjé ne N nuk mund té€ jeté 0.

Detyré pér ushtrime
11. Letéjeté n!'=n-(n-1)-(n-2)-...-3-2-1. Psh. 5!=5.4.3.2.1=120 . Tregoni
sepérasnjé meN dheasnjé ne N, n>5 barazimi 2" =n! nuk kazgjidhje.

Sé pari pérkujtojmé se numri i ¢farédoshém natyror n, né sistemin dhjetor
shprehet si vijon

n=a,-10"+a, ,-10"" +..+a,-10+4a, ()
ku a,a,,... jané shifra e njésheve, dhjetésheve, gindésheve efj.
Praa,,a,,...,a, €{0,12,...,n}.

P.sh. 927=9-10*+2-10'+7, 2004=2-10> +0-10° + 0-10" + 4 ;.

Tani numri natyror gé pérbéhet vetém nga shifrat 2 dhe 6 shkruhet né
formén (1) por né kétérast a,,a,,...,a, €{2,6} .

P.sh. 266626 =2-10°+6-10" +6-10° +6-10° +2-10+ 6 apo
6262=6-10° +2-10° + 6-10+ 2.

Poashtu vérgmé se numrat 6 dhe 2 jané té trajtés 4k + 2, ku k éshté
numér i ploté jonegativ. Pse?

Praté gjithé numrat a, , k €{0,1,...,n} janététragjtés 4k + 2.
Atéheré numrin n, e shkrugimési vijon:
n=a, -10"+a ,-10"" +..+a -10+a,

= (4k, +2)-10" + (4k, , +2)-10"" +...+ (4k, + 2)-10+ (4k, + 2)

=4(k,-10" +k, ,-10"" +..+ k - 10+ k) +2-10" +2-10" " +...+ 2:10+ 2

n n-1
=4(kn-10“+kn_l-10“1+...+kl-10+k0)+2-2(12 20 +...+%j+2
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13.

=4(k,-10" +k, ,-10"" +..+ k -10+k,) +4(2”‘15” +2 5)+ 2
=4(A+B)+2=4k+2,ku k=A+B kurse
A=k, -10" +k, ,-10"" +..+k,-10+k,, B=2""5" +2"?5"" ¢ .+ 5,

Pra, treguam se numri natyror gé pérmban vetém shifrat 2 dhe 6 mund té
shkruhet nétrgjtén 4k + 2.

Le té tregojmé tani se numri gé ka vetém shifrat 2 dhe 6 nuk mund té
shprehet si ndryshim i katroréve té dy numrave natyror.

Supozojmé té kundértén, pra se ekzistojné numrat natyror m,n té tillé gé
m? —n®=4Kk,.
Atéheré (m—n)-(m+n)=2-(2k+1).

D.m.th. njéri nganumrat m—n dhe m+n éshté cift, kurse tjetri &shté tek.
Por kjo nuk éshté e mundur sepse numrat m—n,m-+n jané njékohésisht

ose Gift ose tek. Pse?

Pra, supozimi yné na solli né kundérshtim. Me kété kemi pérfunduar
vértetimin.

Detyré pér ushtrime

12. Vértetoni ose mohoni:

Asnjé numér natyror gé pérmban shifratek nuk mund té shprehet si ndryshim
i katroréve té dy numrave té njépasnjéshém natyror.

Sé pari do té paragesim disa sgarime. Le té shqyrtojmé pér shembull
numrin 24. Provohet lehté se pjesétuesit e numrit 24 jané: 1, 2, 3, 4, 6, 8,
12, 24. Pra t(24) =8. Nése shqyrtojmé numrin 30, atéheré pjesétuesit e

numrit 30 jané 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30. Pra t(30) =8.

Pra, vérggmeé se t(24) =1(30) =8, por 24 éshté mé i vogédl se 30. D.m.th.
24 éshté numri méi vogd natyror ni tillé gé t(n) =8.

Por pér té pércaktuar numrin e pjesétuesve té “numrave t€ médhenjé” nuk
éshté detyré e lehté.

Né vijim do té shohim nj& metodé pér té pércaktuar numrin e pjesétuesve té
numrit t& dhéné.
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14.

Pérkujtojmé se ¢do numér natyror n, mund té shkruhet né ményré té vetme
néformén n=p/ . p,e-...p/, ku p,p,,.., p, janénumraté thjeshté té
ndryshém mes veti, kurse k,k,, ...,k jané numra natyror.

P.sh. 120=2.2-2-3.5=2°.3.5:360=2°-3".5.
K éshtu nése p éshté numér i thjeshté atéheré pjesétuesit e numrit p*,k e N
jang& 1, p, p?,..., p*7 p*, pra gjithsgjté jané k +1 pjesétues té numrit p*.
D.mth. ©(p*) =k +1.
Atéheré megé n=p“ - p, -...- p, dotékemi
o(n) = (k,+1)- (K, +1) ... (k, +2) .

Tani megé 2004 = 2°-3-167 kemi

1(2004) = (2+1)- (1+1)-(1+1) =3-2-2=12.

D.m.th. numri 2004 ka gjithsgjté 12 pjesétues. Detyra e joné éshté gé té
caktojmé numrin mé té vogél natyror gé ka 12 pjesétues, pragé t(n) =12.

Megé 12=1-12=2-6=3-4=4-3=6-2=2-2-3=3-2-2=2-3-2 atéheré

numrat gé kané 12 pjesétues jané té trajtave vijuese:

p™, pa®, p*a’, p°a”, p°q, par®, par, pg’r . Pse?

Numrat mé té vegjél té kétyre trajtave jané:

212.3°,22.3 2°.3 25.32.3.52,22.3.5,2.3 .5, pérkatésisht

2048, 486,108, 72,96,150,60,90 .

Pérfundojmé se numri méi vogél natyror me 12 pjesétues genka numri 60.

Numri ne N mund té shkruhet né njérén ngatrajtat:

1) n=6k 2) n=6k+1 3) n=6k+2

4) n=6k+3 5 n=6k+4 6) n=6k+5.

Shqyrtojmé vegmas rastet 1) — 6).

1) Nése n=6k atéheré éshtéeqgartése n-(n+1)-(2n+1) plotépjestohet
me 6. Pse?

2) Nése n=6k+1 atéheré n+1=6k+1+1=6k+2=2(3k+1), kurse
2n+1=2(6k +1) +1=12k +3=3(4k +1) . Pra n+1=2(3k +1)
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15.

plotépjestonet me 2 dhe 2n+1=3(4k +1) plotépjestohet me 3.
D.m.th. n-(n+1)-(2n+1) plotépjestohet me 6.

3) Nése n=6k+2=2(3k+1) atéheré n+1=6k+3=3(2k+1). Pra
n=2(3k+1) plotépjestohet me 2 dhe n+1=3(2k +1) plotépjestohet
me 3. D.m.th. n-(n+1)-(2n+1) plotépjestohet me 6.

4) Nése n=6k+3=3(2k+1). Atéheré n+1=6k+4=2(3k+2). Pra
n-(n+1)-(2n+1) plotépjestohet me 6.

5) Nése n=6k+4=2(3k +2). Atéheré
2n+1=2(6k +4) +1=3(4k +3) . Pra n-(n+1-(2n+1
plotépjestohet me 6.

6) P& n=6k+5n+1=6(k+1). Pra n-(n+1)-(2n+1) plotépjestohet
me 6.

Detyré pér ushtrime

13. Vértetoni ose mohoni:

Pér asnjé ne N numri n® +1 nuk plotépjestohet me 3.
Tregojmé s2 pari pjesén e paré té detyrés té cilén do ta zgjidhim me dy
ményra.

Ményra e paré. Eshté e garté se numri 4k + 2 nuk mund té jeté katror i njé
numri té ploté tek sepse 4k + 2 éshté numér cift kurse katrori i njé numri té
ploté tek &shté numér tek.

Le té tregojmé se 4k +2 nuk mund té jeté as katror i njé numri té ploté
Gift.

Supozojmé té kundértén, prase 4k +2=(25)?,seZ.

Atéheré 4k+2=452:>2=4(32—k):>%=32—k, gié gé nuk éshté e

mundur sepse né anén e majté kemi numér té rregullté racional e né anén e
djathté kemi numér té ploté.

Pra, supozimi yné genkai gabuar. Pérfundojmeé se 4k + 2 nuk mund té jeté
katror i njé numri té ploté cift.

Ményra e dyté. Pér n —cift, pranése n=2k atéheré n® = 4k>.
Nésen —tek, pranése n=2k +1 atéheré n® =4k(k +1) +1.
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16.

17.

Pra, kur katrori i njé numri n pjesétohet me 4 jep mbetjen 0 (nése n — ¢ift)
dhe 1 (nésen —tek) (eases 2 s nérastin 4k +2), pra 4k + 2 nuk mund té
jeté katror i njé numri té ploté.

V értetojmé tani pjesén tjetér té detyrés.
Letéjené m =2s, +1, m,=2s,+1 s,,S, €Z dy numratek.

Atéheré

mZ+m? =(2s, +1)° +(2s, + 1> =4(s,” +8,° +5,+5,) +2=4k + 2, ku
k=s’+5s,+85,+5,.

Né pjesén e paré té detyrés pamé se 4k + 2 nuk mund té jeté katror i njé

numri té ploté e me kété as m” +m,? nuk mund té jeté katror i njé numri té
ploté, gjé gé kompleton vértetimin.

Shénim. Duhet té tregojmeé se nuk ekziston numri i ploté pozitiv m i tillé gé
m®=3n+2. D.m.th. duhet té& tregojmé se kur katrori i numrit natyror m
(prakur m?) pjesétohet me 3 asnjéheré nuk e jep mbetjen 2.

Rikujtojmé faktin se ¢do numér natyror n mund té shprehet né njé nga
format: 3k,3k +1L,3k +2, k e N.

1) Nése m=3k atéheré m? = (3k)? = 9k? = 3(3k?).
2) Nése m=3k+1 atéheré m? = 9k + 6k +1=3(3k? + 2k) +1.
3) Nése m=3k+2 atéheré m* =9k +12k + 4=3(3k* + 4k +1) +1.

Pra, véreimeé se katrori i numrit natyror gjaté pjesétimit me 3 jep mbetjen 0
(rasti 1) ose 1 (rastet 2, 3) e asnjéheré 2, gjé gé kompleton vértetimin.

Supozojmé se asnjéranga katetet a,b nuk plotépjestohet me 3.
Atéheré a,b janéténjérésngaformat 3k +1,3k + 2.

Dallojmé rastet:

1) a=3k+Lb=3k+1

2) a=3k+Lb=3k+2 (a=3k+2,b=3k+1

3) a=3k+2b=3k +2.

Shqyrtojmé ndaras rastet e mésipérme.

1) a*+b®=(3k+1)*+(3k +1)* =9k? + 6k +1+9k,* + 6k, +1
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18.

=3(3k? + 2k +3k,* + 2k,) +2=3n+2
ku n=3k*+ 2k + 3k, + 2k; .

2)  a’+b®=(3k+1)+ (3K, +2)* =9k* + 6k +1+9k,* +12k, + 4

=3(3k* + 2k +3k* + 4k, + ) +2=3n+2
ku n=3k*+ 2k + 3k, + 4k, +1.

3) a®+b”=(3k+2)%+(3k +2)” =9k +12k + 4+ 9k + 12k, + 4
=3(3k® + 4k +3k,> + 4k, + 2) + 2
=3n+2.

ku n=3k?+ 4k + 3k, + 4k, + 2.

Por dijmé se ¢® =a” + b®. D.m.th. né té tri rastet morém gé ¢ =3n+2. Né
detyrén 16 treguam se katrori i asnjé numri natyror nuk mund té jeté i
trajtés 3n+ 2.

Pra sé paku njéri nganumrat a,b duhet té plotépjestohet me 3.

Pérkujtojmé se me (a,b) kemi shénuar pjesétuesin mé té madh té
pérbashkét t& numrave a,b . Pérkujtojmé pérkufizimet vijuese:

Pérkufizimi 1: Themi se (a,b) = d nése plotésohen kushtet vijuese:
1) d|adhed]b.
2) Neések|a dhe k|b atéheré k |d .

Me (a,b,c) paragesim pjesétuesin mé té madh té pérbashkét t& numrave
a,b,c . Pérkufizimi i pjesétuesit mé té madh té pérbashkét pér tre numra
“zgjerohet” né bazé té pérkufizimit pé dy numra. Pé kéé marrim
pérkufizimin vijues:
Pérkufizimi 2: Themi se (a,b,c) = d nése plotésohen kushtet vijuese:

1) dja,d|b,d]c

2) Nések|ak]|bk]|c atéheré k|d .
Let'i kthehemi zgjidhjes sé detyrés.
Letéjené a=2k+1, b=21+1, c=2n+1.
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Letéshénojmé d = (a,b,c)=(2k+1,21 +1,2n+1) .

Tani a+b=2k+2|+2=k+l+1, ﬂ=k+n+l, ﬂ=I+n+1.
2 2 2
Leté shénojmeé dlz(a;b,azc,bzcj:(kﬂ+Lk+n+LI+n+1).

Duhet treguar se d =d, .
Ngarelacioni d =(2k +1,21 +1,2n+1) merret:
dl(2k+1),d|(21+D),d [(2n+1).
D.m.th. ekzistojné numrat e ploté x,y,z tétillé gé
dx=2k+1,dy=21+1 dz=2n+1.
Prad(x+y+2)=2k+21+2n+3 @
Noarelacioni d, =(k+I+Lk+n+11+n+1) merret:
d, |(k+1+2),d, | (k+n+D,d, [(I+n+1).
Pra ekzistojné numrat e ploté x,,y,,z, tétillé gé
dx =k+l+1dy =k+n+1d;z,=l+n+1
Prad,(x,+y,+2)=2k+21+2n+3 (2
Nga (1) dhe (2) merret

dix+y+z)=d,(x,+y,+7).
Megé, d,d,, x+Yy+z,X + Y, + 2z jané numraté ploté mbetet gé:
1) d=d, ,x+y+z=x+Y,+2 0se
2) d=x+y,+z,d =x+y+z.
Eshté e garté se nga té dy rastet rrjedhé gé d = d, , gj€ gé duhej treguar.



Elementet e gjeometrisé

1.

Leté jeté dhéné trekéndéshi ABC ashtu gé BC =a, AC =b (shih figurén).
Letéjeté AA =h (pra AA LBC).

Atéheré S, .. ="L2h.
A
b
h
A
B a C

Sipas supozimit madhésia a dihet, pra
syprina e trekéndéshit ABC ndryshon me
ndryshimin e lartésisé h.

Tani éshté e garté se trekéndéshi ka
syprinén mé té madhe kur h té arrij vlierén
mé té madhe. Nga trekéndéshi AAC

kemi h<b (sepse h éshté kateté kurse b
éshté hipotenuzé). Pra h arrin vlerén mé

té madhe kur h=b. Né kéé rast A pérputhet me pikén C késhtu gé
trekéndéshi ABC shndérrohet né trekéndésh kénddrejté me katete BC =a

dhe AC =b.

Pérfundojmé se nga té gjithé trekéndéshat me brinjé a, b syprinén mé té
madhe e ka trekéndéshi kénddrejté me katete a, b.

Le té marrim né fillim njé shembull mé té thjeshté. Le té supozojmé se
kemi 5 pika, ¢do tri pregj té cilave jané jokolineare. Duhet té caktojmé sa

A

drejtéza té ndryshme pércaktohen pre
tyre.

Le té jené A, A, A, A, A pikat me
vetiné e pérshkruar mé sipé (shih
figurén).

Pika A, me pikat tjera formon 4 drejtéza

(d(AA), d(AA), d(AA,) . d(AA))-

il
Ngjashém pika A, me pikat tjera formon 4 drgjtéza (d(AA), d(AA;),

d(AA) . d(AA)).

Ngjashém merret edhe pér pikat A;, A,, A..
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Pra, pesé pika pércaktojné 20 drejtéza, por megé secila prej drejtézave
éshté numéruar dy heré pérfundojmé se 5 pika (cdo tri prej té cilave jané
jokolineare) pércaktojné 10 drejtéza té ndryshme.

Leté pérgjithsojmé detyrén pér n — pika

Eshté e garté se secila prgj n — pikave té dhéna me pikat e tjera pércakton
n—1 drejtéza dhe té gjitha s& bashku (pra n — pika) pércaktojné n(n—1)
dregjtéza Megenése secila prel drejtézave ésnté numéruar dy heré
pérfundojmé se numri i pérgjithshém i drejtézave té pércaktuara nga n —

pika (¢do tri prej té cilave jané jokolineare) éshté @

Detyra pér ushtrime

1. Sa pika té ndryshme n (n>2) ekzistojné nése c¢cdo tri pre tyre jané
jokolineare dhe numri i drejtézave gé ato pércaktojné éshté 10 heré mé i
madh se numri i pikave?

2. Jané dhéné n (n>2) pika té ndryshme, ¢cdo tri pre té cilave jané

jokolineare. Ato pércaktojné 3k drejtéza té ndryshme, kurse k pika té
ndryshme, cdo tri pre té cilave jané jokolineare pércaktojné 5n dregjtéza té
ndryshme. A ekzistojné numrat etillé k, dhe n? Nése po té caktohen.

3.  Bashkésiaen pikave (n —numri cift) ka 7 treshe pikash kolineare. Sa drejtéza
pércaktohen prej pikave té késgj bashkésie.

Ngjashém si né detyrén e dyté do té marrim njé shembull mé té thjeshté. Le
té supozojmé se kemi 5 pika (A, A,, Ay, A,, A)) cdo katér prej té cilave jané
jokomplanare.
Le té fillojmé me pikén A . Atéheré secila nga 4 pikat tjera me pikén A
dhe me tri pikat e tjera pércakton tri rrafshe (p.sh. pika A, me pikén A
dne me njé&én nga pkat A,A,A pércakton  rrafshet
APA, AR AL AAA).
Né kété ményré do té marrim 4-3=12 rrafshe:
ARAL AAALAAA
AR, AAA, AAAS
AAA, AAAL AAA
AAA, AR, ARA,.
Meqé secili nga 12 rrafshet paragitet dy heré kemi 12:6=6 rrafshe:
ARAL AAALAAA AAA, ARALAAA.
Ngjashém veprohet edhe me 4 pikat tjera.
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Pra, gjithsg kemi 5-6=30 rrafshe. Megenése secili prej tyre paragitet 3
heré (p.sh. AA A, AAA,AAA) giithsej do té kemi 30:3=10 rrafshe.
L e té pérgjithésojmé detyrén pér n — pika

Duke fiksuar secilén prej n-pikave té dhéna do té fitojmé W

rrafshe. Pse? Megé kemi n pika dhe megé secili nga rrafshet paragitet tri
(n-)(n-2)

2 _n=D0=2) e

3 )

herékemi n-

Detyra pér ushtrime

4.  Jané dhéné n pika (n>3), ¢cdo katér prej té cilave jané jokomplanare. Té
caktohet numri n nése numri i rrafsheve gé ato pércaktojné éshté 10 heré méi
madh se numri i pikave.

5. Jané dhéné 15 pika. Sa drejtéza dhe rrafshe mé s& shumti mund té
pércaktohen prej tyre?

Do té paragesim né vijim disa aksioma. Disa prej tyre do t'i pérdorim gjaté
zgjidhjes sé detyrés sé dnéné.

Aksioma 1:  Népér dy pikaté ndryshme kalon njé drejtéz e vetme.

Aksioma 2: Né qofté se drejtéza ka dy pika té pérbashkéta me rrafshin,
atéheré té gjitha pikat e drejtézési takojné atij rrafshi.

Aksioma 3: Népér tri pika té ndryshme A,B,C jokolineare kalon njé
rrafshi vetém (té cilit ato i takojné).

Aksioma 4: Né qofté se dy rrafshe t& ndryshme kané njé piké té
pérbashkét, atéheré ato kané s& paku edhe njé piké tjetér té
pérbashkét.

Aksioma 5: Né&pér njé piké gé nuk i takon drejtézés sé dhéné, né rrafshin e
pércaktuar preg tyre kalon vetém njé drejtéz paralele mé
drejtézén e dhéné.

Aksioma 6: N& gofté se pika B ndodhet ndérmjet pikave A dhe C, atéheré,
A,B,C jané tri pika té ndryshme té njé drejtéze dhe pika B
poashtu ndodhet ndérmjet pikave C dhe A.

Aksioma 7: Pér ¢do dy pika té ndryshme A dhe B, né drejtézén d(AB)
ekziston sé paku njé piké C e tillé g¢ A—B—-C dhe s€ paku
njépiké D etilléqeé A-B-D.
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Aksioma 8: Né gofté se A,B,C jané tri pika té ndryshme té njé drejtéze,
atéheré vetém njéra prej tyre ndodhet ndérmjet dy pikave té
tjera

Aksioma 9: (Aksioma e Pashit) Le té jené A,B,C tri pikajokolineare dhe
d drejtéz, gé i takojné njé rrafshi ashtu gé pikat A,B,C nuk i
takojné drejtézés d. Nése drgjtéza d ndérpren njérin pre
segementeve (AB), (BC) dhe (AC) go gjithashtu e ndérpren
njérin prej dy segmenteve tjera.

Néfillim do té tregojmé se ¢do segment ka pambarimisht shumé pika.

Le té jeté AB njé segment i cafrédoshém. Né bazé té aksiomés 7 ndérmjet

pikave A dhe B ekziston té paktén edhe njé piké C. Pér té njgjtat arsye

ndémjet pikave A dhe C ekziston té paktén edhe njé piké D. Nga

A-D-C dhe A-C-B kemi A—D - B. Pse?Késhtu mund té gjgfmé sa

té duam pika té segmentit AB.

Kthehemi tek zgjidhja e detyrés.

i) Né bazé té aksiomés 2 kemi se drejtéza ka té paktén dy pika, kurse nga
pohimi i vértetuar, ndérmjet dy pikave ka pambarim shumé pika. Pra,
¢do drejtéz ka pambarimisht shumé pika.

ii) Cdo rrafsh ka té paktén tripika jokolineare, p.sh. A,B,C . Cdo drejtéz e
pércaktuar nga pika A dhe cilado piké e drejtézés BC i takon Kkétij
rrafshi. Megé drejtéza BC ka pambarimisht shumé pika atéheré nga i)
edhe rrafshi ka pambarimisht shumé rrafshe.

Supozojmé se vektorét @ dhe b jané kolinearé. Atéheré ekziston numri o
i tillégé a=a-b, prg nga d—o-b=0. P& m=1 dhe n=—a merret
ma-+nb =0.

Anagielltas. Supozojmé se vlen ma+nb=0. Supozojmé se m=0.

Atéheré a:-%ﬁ:»a:n?,ku k:-%.

Pra, vektorét & dhe b jané kolinearé.

Detyra pér ushtrime

6. Tétregohet sevektorét 8 =14m+21pi—-7p, b = 4 + 67 — 2p jané paralel.

7. Té caktohen numrat realé x,y ashtu gé& vektorét a=2m-+@Q+Xx)i+p;
b =3m+(x+y)i+yp téjenéparalel.
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b MO =MA+ AO
MO =MB + BO

o MO =MC +CO

A B MO =MD + DO

= 4MO = MA + MB + MC + MD + AO + BO + CO + DO
= MA+ MB + MC + MD.

Prandaj mazi(mmgmmm.

Katrorin e dhéné e ndagjmé né 16 katror me gjatés té brinjés % (shih

figurén). Né bazé té parimit té Dirileut sé paku njéri katror pérmban 6 pika.
Leté njehsojmé rrezen e rrethit té jashtéshkruar né até katror.

Qartése r= % ku r éshté rrezja e rrethit

1 té jashtéshkruar né katror dhe d éshté

1 diagonalja e katrorit.

4 < 1| 1 Meqé brinjét e katrorit kané gjatésing l

A 4
nga teorema e Pitagorés kemi
RUEORS
4
Atéheré rzgz 1 1 V2 £<E—1.
2 2202 422 8 8 4
Pra, ekziston rrethi me rreze mé té vogél se % i cili pérmban 6 pika nga 81

pikat e dhéna.

Detyra pér ushtrime

8.  Né katrorin me brinjé 1 jané vendosur 65 pika té ndryshme. Té tregohet se
ekziston segmenti gé formohet nga 2 prej pikave té dhéna, gjatésia e té cilit

nuk éshté mé e madhe se i .

42
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9.  Neé rrethin me rreze 1 jané vendosur 101 pika té ndryshme. Té tregohet se
ekziston katrori me sypriné % i cili pérmban s& paku 26 pika nga pikat e

dhéna.

Letéjenéa, b drejtézat e dhénadhe o,f3,v,6 kéndet gé ato formojné. Vien
a=v,B=0 sepse kéndet o dhe y (poashtu kéndet B dhe &) jané kénde
krygézore.

S Atéheré nga relacioni
o Y 1o +vy)=7(B+9) merret
p 11-200=7-2B = 1la=7B. Eshté e garté
se o+p=180". Pse?  Atéheré
o =180"-f.

Kemi 110 =7(180" - ) =180 =7-180" = o= 70", f =180° —a. =110".
Pérfundojmése o =y=70",  =06=110".

Detyra pér ushtrime

10. Drejtézat a dhe b priten dhe formojné 4 kénde «.,B,y,d . Té vértetohet se
nése njéri kénd éshtéi dreté atéheré tétillé jané edhe tri kéndet e tjera.

11. Drejtézat a dhe b priten dhe formojné 4 kénde: dy kénde té ngushta o dhe y
dhe dy kénde té gjera B dhe 6. Té caktohen kéndet o,B,y,8 nése
4(20.+B) =5(y +9) .

Leté jeté dhéné trekéndéshi ABC. Le té shénojmé me S gendrén e rrethit té
brendashkruar né trekéndéshin ABC (shih figurén). Atéheré

¢ SAABC = SAABS + SABCS + SACAS
1 1
S aaes =E|AB|'|DS |:EC'r
E
F 2 1 1
b Sucs =5 |BCI[ES -
A c B 1 1

SACAS :§|AC||FS |=§b-l’.

Pra S sec =%(a+b+c)-r

= 28,45 =(@a+b+c) 1 )
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1 1 1
Poashtu vlen S, ;. =Ea-ha =Eb-hb =§c-hc.

Atéheré

2S,5c =a-h,=b-h =c-h, 2)
Nga (1) dhe(2) kemi (a+b+c)-r=a-h,=b-h =c-h,.
Dmth -1 & 1.1 b 1.1 ¢

h, r a+b+c h r a+b+c h, r a+b+c

Duke mbledhur barazité e fundit kemi:
1 1 1 1 a b c jl
h, h h rla+b+c a+b+c a+b+c) r

gj€ gé duhej treguar.

10. Let'i referohemi figurés.

A Nga zbatimi i teoremés sé Pitagorés né
trekéndéshat ABD dhe ADC kemi:
; X h? =c?>~|BD [ (@)
h, h? =b*—(a—|BD)® 2
Prah?=c*~|BD [
B D a C h?=b?—-a?+2a|BD|+|BD[
Duke zbritur barazité e mésipérme merret
BDp &b
2a

Atéheré nga (1) kemi

e o2 a?+c®—b?) C_a2+c2—b2 C+a2+C2—b2
= 2a - 2a 2a

_[(b?—(a-c)® | (a+c)®—b?
- 2a 2a

_(b-a+c)(b+a-c)(a+c-b)(a+b+c)
B 4a°

, Prej nga

ha=2—1a\/(a+b+c)(b+c—a)(b+a—c)(a+c—b) ,

0j€ qé duhej treguar.
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11.

12.

Letéjené Q,,Q, gendrat e rrathéve té dhéné dhe Q, N Q, ={Q;} (pra Q,
ésnté pika e takimit té rrathéve R, dhe R, .

R, Letéjené M,, M, dhe M, pikat e takimit
R . 3 _ .
R 2 Q, té rrfs\Iheve R.R,,R, me njérin krah té
Y2 « kéndit té dhéné, pérkatésisht.
L Atéheré
Ml M3 MZ

|Q1|\/|1|=I"1; |Q2M2|r2-|Q3M3 |: L, L>0.

LetéjetéK piké e segmentit Q,M, etillé gé QK ||[M,M, kurse piképrerja
e segmenetve QK dhe Q,M, le té jeté L. Eshté e garté se trekéndéshat
QQ,K dhe QQ,L janété ngjashém. Pse?

Atéheré
1Ll _100| o
QK| [QQ,|
Megé [QQ; =1, 1QQ, En +1,, |QK [T, — 1.
Nga (1) marrim |Q,L |=r, - =h
L+,

Perfundimisht kemi 1, <[QM, QL |+[LM | r- 2= 4 = 20 g
1 2 r1 + 2
gé duhgj treguar.
L e té vértetojmé sé pari relacionet:
m? = %(sz + 262 —a?) )
m; = %(Za2 +2¢% —b?) (2)
m? =%(2a2 + 207 —¢?) 3

Letéjeté dhéné trekéndéshi ABC (shih figurén).
Le té jete |AA|=m, dhe |AA |=h, -
lartésia e Iéshuar nga kulmi A.

Supozojmé se kéndet prané kulmeve B
dhe C jané té ngushté dhe |AC [>| AB]|.
Me zbatimin e teoremés sé Pitagorés né
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13.

trekéndéshat ABA, dhe AA,C merret:

2 2
c2=hj+(3—xJ =h§+x2+a——ax (4)
2 4
a Y a’
b2=h§+(—+xj =h?+x* + —+ax (5)
2 4
Ngatrekéndéshi AAA kemi h? +x*=m? (6)
Nga (4), (5) dhe (6) merret
a’ a’
b?+c? =2h2 +2x* + —=2m’ + —
2 2

=4m’ =2b"+2c*-a’=m? :%(sz +2c%—-a?%).
Ngjashém tregohen (2) dhe (3).

Atéheré m? +m? +m? =%(a2 +b?+c?).

Né bazé t& mosbarazisé a® +b* +c? <9R* merret m? +m? +m? < ZTZRZ e
né bazé té njé detyre té zgjidhur mé paré (detyra 15 tek mosbarazimet)
kemi:

2 2 2 2 81 2
(m, +m, +m. )= <3(m; +m; +mC)SZR

=m, +m +m, ng:Q—Rzz

2 m, +m, +m,
Sé pari do té tregojmé se gjatésia e brinjés mé té madhe e shumékéndéshit
éshté mé e vogél se shuma e gjatésive e
brinjéve té tjera té shumékéndéshit.
Le té jeté a, éshté brinja mé e gjaté e
shumékéndéshit AA,. A dhe
a,,...,a, brinjét etjera

Duhet tétregojmése a, <a, +..+<a, .
Zbatojmé faktin se gjatésia e brinjés s2 trekéndéshit éshté mé e vogél se
shuma e gjatésive té dy brinjéveté tjera.
Kemi:

& <8, +AA
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<a,+a,+AA,
<a,+a;+a,+AA

<a,+a;+a,+..+a, ,+AA

<a,+a+a,+..+a, ,+a,  +AA

=a,+a,+a,+...+a, ,+a, ,+a,
Praa <a,+a,+..+4a,, gjé gé duhgj treguar.
Tregojmé tani pohimin e detyrés.
Supozojmé se pér brinjét a,...,a
a=a,>.2a,>0.

té shumékéndéshit AA,..A, vien

n

Supozojmé té kundértén, pra se nuk ekzistojné dy brinjé, raporti i gjatésive
té té cilave ésnté méi vogél se 2. D.m.th. a, > 2a,,a, > 2a,,...,a, , > 2a, .

Atéheré
a=a,+a,
>a, +2a,

>a,+a,+2a,

>a,+a,+..a, , +2a,
>a,+a,+..a,,+4a,,

gjé gé nuk éshté e mundur.
Pérfundojmé se ekzistojné dy brinjé raporti i gjatésive té té cilave éshté mé i
vogéd se 2.
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1. Ngakushtet e detyrés kemi
1 1
P ¥)=Q(x.Y)-=-Q(x¥)+ 7 P(x.y) (1)
Transformojmé relacionin (1).

P(X y)—%P(x, y) =%Q2(X, y)

3 1 3

ZP(x,y) ==0Q%Xx, ZP(x,y) =0Q%(x, V).

2 (x,y) 2Q( Y)=>2 (X, y)=Q%(x,y)

Né& anén tjetér vérgimé se:

X'+ 2 (- y)+ (1-2y) + y? = x* + 2x* = 2x°y +1-2y + y?
=(X*+D? - 2(x* +D)y + y* = (x* +1-y)°

D.m.th. P(x,y) = %(x2 +1-y)2.

Pra 2 P(x.y) = Q*(xY) = (¢ +1-)* =Q*(x,y).
Pérfundojmé se Q(x,y) =x*+1—y ose Q(x,y)=y—-x*—1.

Detyré pér ushtrime

1. A ekziston polinomi P(x)i shkalléssétretéi cili kur pjesétohet me x—1 jep
mbetjen 3 kurse plotépjesétohet me (x —1)2.

2. Transformojmé polinomin e dhéné si vijon:

P(X,Y,2) =X*+y* +2° —xy —yz— Xz

= %(ZXZ +2y% + 27° — 2xy — 2yz — 2X2)

=%(x2—2xy+y2+x2—2xz+22+y2—2yz+22)
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1 2, 1 2 1 2
==—(X-y) +=(x-2)"+=(y-2)".
2( y) 2( ) 2(y )
Vérggmésenése x=y =1z atéheré P(x,y,z) =0. Nété gjitharastet tjera
vlerae polinomit P(x,y,z) éshté pozitive.

Sé pari vérgmésepé&r x>y>z vlen x+y+z#0 dhe x+y—-z=0. Pse?
Transformojmé shprehjen e dhéné dhe marrim:

(X=y+2)(x+y-2)=(X+Yy+2)(X-y-2)
(X=(y-2)(x+(y-2)) = (x+(y + 2))(x = (y + 7))
X —(y-2)*=x"~(y+2)°
y2—2yz+ 27 =y? +2yz+7°.

Pra4yz=0= y=0 ose z=0, gjé gé duhg treguar.

Detyra pér ushtrime

2. Nése numrat realé x,y,z plotésojné kushtin x>y>z dhe nése
X2—y2+22 ~ x2—y2—22
X2+yi+z? XP+yi-12
zero. Por veg kushtit t& mésipérm numrat x,y,z duhet té plotésojné edhe njé
kusht tjetér. Cili éshté ai kusht?

atéheré té paktén njéri nga numrat y,z éshté

3. Nése ax>hb>c dhe a®+3ab?+3bc®+c®+a®=c®+3a’b+3b%+2ac
atéheré a =b =c. Vértetoni.

Relacionin fillestar e transformojmé si vijon:

(ab + 2¢*)? =c(a+b+ 2c)(2ab — ac — bc + 2¢?)

(ab +2c?)* =c(a+b+ 2c)(2ab —c(a+b - 2¢))

(ab + 2c?)* = 2abc(a+b + 2c) —c*(a+ b+ 2c)(a+b—2c)

(ab + 2c?)® + c?((a+b)* —(2c)?) = 2abc(a+b +c+c¢)

(ab + 2c?)® + ¢?(a® + 2ab + b* — 4c?) = 2abc(a + b + ¢) + 2abc®
(ab+ 2¢%)? + ¢ (a® + b® — 4c?) + 2abc? = 2abc(a + b + ¢) + 2abc?
(ab + 2¢%)? + a’c® + b°c® —4c* = 2abc(a+b+c)

a’b? + 4abc? + 4c* +a’c® +b’c? — 4¢* = 2a’bc + 2ab’c + 2abc?
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a’h® +b%c® +a’c? + 2abc® = 2a’bc + 2ab’c
a’b? +b?c? +a’c® + 2abc® — 2a’hc — 2ab’c =0
a’h® - 2ab’c — 2a’bc + b%c® + ¢*a® + 2abc® = 0
(ab)? — 2ab(bc + ca) + (bc +ca)* =0
(ab—(bc+ca))’>=0.

Praab—(bc+ca)=0=ab=c(b+a).

, . a ¢ .. . :

Pérfundimisht —— =—, gjé gé duhg treguar.
a+b b

Detyrén do ta zgjidhim né dy ményra.

Ményra e paré. Shprehjen 3x* do ta shkruagjmé né trajtén 3x* = x* + 2x°.

Transformojmé polinomin P(x) si vijon:

P(X)=x" =3 +x°+2x* =3+ 2=x"+ x> =3 = 3x+ 2x* + 2
=X*(X*+D = 3X(X*+D +2(x* +1) = (X* +1)(x* = 3x+2)
=(X*+D(X* —x=2x+2) = (X* +D(x(x=1) — 2(x—1))
=(X*+D(x-D(x-2).

Ményra e dyté. Gjymtyra e liré e polinomit P(x) éshté 2. Eshté e garté se
faktorét e giymtyrés sé lire  jané +1,+2. Megé
P(-1)=(-D*-3(-1)°+3(-1)*-3(-D) +2=12, pérfundojmé se -1 nuk
éshté rrénjé e polinomit.

Provojmé vlerén 1. P(1)=1"-3-°+3.1°-3-1+2=0. D.m.th. numri 1
éshté rrénjé e polinomit.

Pra P(x) = (x—1)-Q(x) . Eshté e qarté se pér té pércaktuar polinomin Q(x)
duhet pjesétuar P(x) me x—1.

Merret:
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(x* =3 +3x° -3 +2):(x-D=x>-2x>+x—-2

x4 73
 — |

—2x3 3% —3x+2
F2x3+2x?

|

X2 —3x+2
+X2 F X
| |

—-2X+2

F2Xt2
I—ol

D.mth. Q(x)=x>-2x*+x-2.

Tani vérgimé se polinomin Q(x) mund tafaktorizojmé si vijon:
QX)) =x}—2x*+x-2=x*(x-2)+ (x=2) = (x* +1)(x-2).
Pérfundojmé se P(x) = (x> +D(x-1)(x—2) .

Shénim. Né kété detyré pamé se ishte e lehté té faktorizohet polinomi
Q(x). Né rastet kur faktorizimi i polinomit Q(x) “nuk éshté i lehté”
atéheré veprohet s né fillim té ményrés s& dyté té zgjidhjes, d.m.th.
caktohen faktorét e gjymtyrés s liré dhe provohen nése ndonjéri pre tyre
paraget rrénjé té polinomit. Pastaj zbérthimi i polinomit Q(x) vazhdon s
né rastin e zbérthimit té polinomit P(x) tek ményrae dyté.

Detyré pér ushtrime

4.  Té zbérthehet né faktor polinomi P(x) = 3x® — 2x* —15x +14.

3
L e té transformojmé shprehjen (a+§] -[az +a—12j.

3
(a+1] -(a2+i2j=(a3+3a+§+i3)(a2+i2j
a a a a a
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=[a‘°’ +i3j(a2 +i2)+3[a+lj(a2 +i2j
a a a a

=a5+a+l+i5+3(a+lj(a2+i2J
a a a a

3
Pra a5+i5=(a+1j (a2+i2j—(a+l)[l+3[a2+izn
a a a a a

=-1-2(1-2)=-1+2=1, gjé gé duhg treguar.

Detyré pér ushtrime

N . . 1 T 1
5. Vértetoni senése a® +—; =1 atéheré a’ +— =0.
a a

Leté transformojmeé sé pari eméruesin e shprehjes sé dhéné

X+ 4=X"+4x° +4-4x% = (x* + 2)* — (2%)?
=(X*+2-2X)(X* + 2+ 2x).

Atéheré do té kemi

x*+2 A B
= +
X*+4 x2+2-2x XxX*+2+2x

D)

Duke shumézuar t& dy anét e relacionit (1) me (x* +2—2x)(x* + 2+ 2X)
merret

X2 +2=A(X*+ 2+ 2X) + B(x* + 2—2X)
x> +2=(A+B)x*+2A+ 2B + (2A- 2B)x

X*+0-x+2=(A+B)x*+2(A-B)x+2(A+B)
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Duke barazuar koeficientét e anés sé majté me ata té anés sé djathté merret

{A+ B=1

A-B=0 @)

Duke zgjidhur sistemin (2) merret A=B =% .

x2+2 1 1 1 1
- . + . .
X*+4 2 X*+2-2X 2 X*+2+2x

Sé pari éshté e garté se x =0 dhe x = 2. Pse?

Pérfundojmé se

Megé shprehjet x dhe x+1 paragiten né vlera absolute atéheré ato
shprehje i barazojmé me zero dhe pastgj caktojmé intervalet né té cilat
duhet shqyrtuar detyrén.

NXxénés e katé lehté té arsyetojé se duhet shqyrtuar tri raste:

1) xe (-,-]] 2) xe(-10) 3) xe(0,0)\{2Z}.

Shqyrtojmé vegmas rastet e mésipérme:

1) Nése x e (—x,-]], atéheré né bazé té pérkufizimit té vierés absolute
kemi |x|=—x, |x+1f—x—1. Atéheré kemi

X =1+ x4+l (X=D(x+D+(—x=1) _ (x+D(x-1-1) = x+1
IX|[(x=2) —x(x—=2)  x(x=2)  x

2) Nése xe(-1,0) kemi x+1>0 pranda |x+1}=x+1, kurse |X}=—x.
Atéheré kemi
X2 =1+ x+1]  (X-D(X+D+(x+D)  (Xx+(x-1+1) x+1
[X](x-2) —X(X—2) —X(x-2) 2—-Xx

3) Nése xe(0,0)\{2} atéheré |x+1=x+1|x|=x.

a X2 -1+ |x+1]  (x-D(x+D+(x+D) (x+x x+1
IX[(x=2) X(x—2) Tx(x=2) x-2

Detyra pér ushtrime

[ x](x®=7x* +14x-8)
(¢ -5x*+6x) | x-1]

X2 —Ax+4-2

|x|-[x=-4]

6. Téthjeshtohet shprehja

7.  Téthjeshtohet shprehja



Transformimet algjebrike - zgjidhjet

43

10.

Nése transformojmé anén e djathté merret:

(a+b)-(a'® —a*b+a®b® —...+ a’h® —ab® + b'®)

— g% _51% L a%p2 _ 1 33% _ 52p% 4 gb'®

+a™—a®h? +...+a%h® — ab'™® + b = a1 4 p*

Tregojmé tani pjesén tjetér té detyrés.

Nga ajo gé vértetuam pamé se a' + b =(a+b)-S, ku

S=a%-a*b+a%b*-..+a%h® -ab® +b'®.

Anétarét e shumési grupojmé si vijon:

1% 4+ 2%+, +100"" +101*

= (1" +100'") + (2" + 99'") +...+ (50'™* + 51'*")

=(1+100)S, + (2+99)S, +...+ (50+ 51 S,

=101S, +101S, +...+101S,,

=101(S, + S, +...+ S;,) =101S , gé tregon se shuma e dhéné plotépjestohet
me 101. Eshtéeqartése S=S, +S, +...+ S, , kurse

S, =1'° -1%.100+1%* - 100 —...+100"°,

S, =20 -2%.99+...+ 99" ekéshtu me radhé.

Detyra pér ushtrime
8.

Letéjené a,b numrarealé. Vértetoni sevlen
a - =(a-h)-(@* +a*b+..+ab® +b') .

Vértetoni se

1007 +99° 4, .+ 90™ 179 9?0 1720 _ 2570

_332004 _ 412004 _ 492004 _ 572004 _ 652004 _ 732004 _ 812004
plotépjestohet me 9.

Sé pari transformojmeé shprehjen x* + y? + 2% — 2(x +4y) +17 =0. Merret

X +y?+72-2x-8y+1+16=0
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11.

X* —2Xx+1+y* -8y +16+2°=0

(x-D2+(y-4)>+z*=0.

Kjo éshté e mundur vetém kur x=1,y=4,z=0.

D.m.th. P(x,y,2) = x®® + 2004y + 2004° =12 4 2004- 4 + 2004° = 8018.

Detyré pér ushtrime

10. Té caktohet vlera e polinomit P(x,y)=x’+y* nése dihet se 2“+y
plotépjestohet me 10, ku x &shté numri mé i vogé me kété veti kurse y
numeér i thjeshté.

Sé pari numrin dhjetor do ta paragesim né trgjté té thyesés. Le té jeté
x =1.414141.... Atéheré 100x =141.414141....

Késhtu merret 100x — x = 99x =141.414141...-1.414141... = 140.

D.m.th. x= £O .
99

N& vijim, nxénési e katé lehté té tregojé se 21+124/3 = (3+ 24/3)?, d.m.th.

\21+124/3 =3+ 2/3.
Po ashtu 37— 2043 = (5— 24/3)2. D.m.th. /37— 2043 =5-2/3.

Né vazhdim le ta transformojmé eméruesin si vijon:

(V22 B 7+/33 =V2(V11-/3)\7++/33
=2 (VI —/3)? \J7++/33 =211 2/33+3:/7++/33
=\J2.\J2(7-/33) \[7T++/33 =2/49-33=2.\/16 =2.4=8.

140
9o T3*2V3+5-23 15,509 23

8 8-99 198

Pra A=

Pérfundojmé se A ésnté numér racional dhe kavlerén %

Shénim. Pak mé paré shfrytézuam faktin g& 21+124/3=(3+24/3)%.
Shtrohet pyetja: s arritém né rezultatin e mésipérm?
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12.

Shprehjen /21+ 123 dota barazojméme a + bv3,a,beZ. Njébarazimii
tillé éshté i kuptueshém sepse pasi té ngriten né katror, né té dy anét e
barazimit do té paragitet V3. Leté shohim kété né vijim.

J21+123 =a+ b3 < 21+12/3 = (a + by/3)?
& 21+123=a% + 2ab/3 + 3% < 21+12/3 =a% + 3% + 2ab/3

ab=6

rej ngamerret sistemi .

Nga ab=6=a= g . Kété e z8vendésojmé né shprehjen e dyté dhe merret

2
(g] +3b2:21<:>%+3b2 :21<:>i—§+b2:7

Barazimin e fundit e shkrugimé si vijon:

b* —7b* +12=0<b* —3b* - 4b* +12=0< b?*(b* -3) - 4(b*-3)=0

& (0°-3)(b*-4)=0.

Megé a,b jané numraté ploté atéheré mbetet & b =+2. Atéheré a=+3.

Pérfundimisht merret a=3,b=2. Pse? D.m.th. /21+12y3 =3+ /3.
Ngjashém tregohet se /37— 2043 =5-2/3.

Né ményré gé t& merret ndryshimi i katroréve shprehjes x*" +4y*" i

shtojmé dhe i zbresim 4x*"y?" .

X4n + 4y4n — X4n + 4X2n y2n + 4y4n _ 4X2n y2n — (XZn + 2y2n)2 _ (2Xn yn)z
= (X2 +2y®" = 2x"y") (" + 27" + 2x"y").

Tregojmé tani pjesén tjetér té detyrés:

52004 + 42005 — 54»501 + 4 44»501

= (52501 4 2. 42500 9. 5L, 40052801 | 5 42501 4 5 5R0L, 4501y

— (51002 + 2 X 41002 _ 2 . 20501)(51002 + 2 . 41002 + 2 . 20501)

gé tregon se numri 5% + 4% &shté numeér i pérbére.
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13.

14.

Detyra pér ushtrime

11. Shprehja x**" +64y*" té shprehet si prodhim i dy polinomeve.
12. Shprehja x**" —1 té shprehet si prodhim i pesé polinomeve.
Transformojmé shprehjen e dhéné si vijon:
P(X,Y,2) =X+ y*+ 2> - 2(x+ 2y + 32) +14
=x*—2X+1+y* -4y +4+2°-62+9
(x=D*+(y-2?2+(z-3)°.

Megé (x—1)°+(y-2)*+(z-3)*>0, mbetet g¢ 0 &shté viera mé e vogél
gé merr polinomi P(x,y,z) ekjoarrihet pér x=1,y =2,z =3, gjé€ gé duhej
treguar.

Detyra pér ushtrime

13. Té caktohen numrat mé té vegjél natyror x,y,z pér té cilé polinomi

P(X,y,2) =X*+y*+2° - x+ 2L+ 2142 arinviean mé té vogdl.
2 4) o4

14. Técaktohen x,y,z pér té cilét polinomi P(x,y,z)=2y+z—y2—zz—x2—%

arrin vlerén mé té madhe.

15. Te caktohet vliera minimale e polinomit
P(X,y,2) =X’ +y* +2° +X+2y+3z.

Transformojmé shprehjen né anén e majté té barazimit
XYZ+ XYy +XZ+Yyz+X+y+z+1
=XYZ+XYy+XZ+X+Yyz+y+2z+1
=xy(z+D)+x(z+D)+y(z+D+(z+D
=(Xy+X+y+D(z+D)=(x(y+D)+(y+D)(z+D
=(X+D(y+D(z+1.

Né anén tjetér né bazé té detyrés 13 té& kapitullit t& paré kemi
2004=2%-3-167 . Pra (x +1)(y +1)(z +1) = 2°-3-167 .

Megé x > y,x >z atéheré x +1=167 = x =166.
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15.

Pér y,z kemi kéto mundési:
y+1=4,7+1=3, y+1=3z+1=4,
y+1=2,2+1=6, y+1=6,z+1=2.
Pérfundimisht merren kéto treshe:
(166,3,2),(166, 2,3), (166,1,5), (166,5,1) .

Detyré pér ushtrime

16. Té caktohen té gjitha treshet e numrave natyror (X,y,z) pér técilét
XYZ +3Xy +2XZ + yz+ 6x+ 3y + 22+ 6=180
dhe gé z téjeté numér i thjeshté.

Letéjeté 1+ 2+...+ nshuma e n numrave té paré natyror. Transformojmé
shumén e dhéné:

1+2+3+.+(n—2)+(n-D+n
=A+n)+2+(n-))+B+(n-2) +...

=(n+1)+(n+1)+(n+1)+...=%(n+1) .

D here
2

Le t'i kthehemi vértetimit. Supozojmé té kundértén, pra se shuma e té
gjithé numrave natyror nga 1 deri né n mund té jeté numér katérshifror me
té gjitha shifrat e nj&jta.

Atéheré kemi %(n +1)=k-1111=n(n+1) =2k -1111, k {1, 2,...,9} .
Numri 1111 pas zbérthimit né faktor té thjeshté mund té shkruhet né trajtén
1111=11-101. Pra n(n+1) =2k -11-101.

Megé né anén e majté kemi prodhim té dy numrave té njépasnjéshém
mbetet g& 22k =100 ose 22k =102.

Né té dy rastet merret gé k nuk éshté numér natyror.
Pra, supozimi yné genkai gabuar. Me kété pérfunduam vértetimin.

Detyré pér ushtrime

17. A é&shté e mundur gé shuma 1+2+...+n, pé& ndonjé n numér natyror té
pérfundojé me shifrat 45?
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16. Ngaa+£=b+l merret a—b=2_1_B=€
b C c b bc
Ngab+£=c+1 merret h—c=+-1_6-2
c a a c ac
Nga a+Loct+t meret a—c:l—lzb;a
b a a b ab
T b-c c-a b-a (b-c)(c—-a)(b-a)
Atéheré (a—Db)(b—-c)(a—c)= . . = .
(a-b)b-c)a-c) bc ac ab a’b’c?

D.mith. (a—b)(b—c)(a—c)— L=9C=a)b=2a) _

a’b%c? 0

o (a—b)(b—c)(a—c)(l—szo.

a’b’c?
Megé a=b=c=a aéheré (a—b)(b—c)(a—c)=0.

1 @(abc)z—l_
(abc)® (abc)®

D.m.th. (abc-1)(abc +1) =0= abc =1 ose abc =-1.

Mbetet gé 1—

Pérfundojmé se |abc |=1, gjé gé duhgj treguar.

Detyré pér ushtrime

18. Nése a,b,c janénumrarealététillé gé

a2+b—12:b2+i2:c2
c

+i2,abc;t0,a¢b¢c¢a
a
atéherétregoni se |abc =1 ose a=-b ose b=-c ose a=-c.
17. 1) Transformojmé anén e majté si vijon:

n(n+1) 2_ n(n-1) 2_n_2 2 a2
( 2 ] ( 2 j—4((n+1) (n-1)%)

2 2

=”7((n +1) = (=) (N+1) +(n—1)) =”7(2. 2.n)=n?, gjé qé duhej
treguar.
2) Ngaidentiteti i vértetuar kemi:
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18.

D)

(n(n+1)j2_(n(n—1)j2_n3

2 2

Duke i mbledhur ané pér ané relacionet nga (1) merret
n(n+1) ? 3 3 3w o )
s =1’ +2°+ 3 +..+n°, gjé gé duhgj treguar.

Ngaa+b+c+d=0=a=-b-c-d.D.mth.
(<b—c—-d)*+b*+c®+d°
=—(b+c)*-3(b+c)’d-3(b+c)d® —d>+b®+c®+d?®
=-b*-3b%*-30c®-c*-3(b+c)’d -3(b+c)d*+b*+c*
— _3hc(b+c) —3(b +c)2d — 3(b+c)d?

=-3(b +c)(bc+bd +cd +d?)

=-3(b+c)(bc+bd +cd +d?)
=-3(b+c)(b(c+d)+d(c+d))
=-3(b+c)(b+d)(c+d), gié qé duhej treguar.

Detyré pér ushtrime

19. Nése a,b,c janénumrarealététillégé a+b+c =0, atéheré tregoni sevlen

a’'+b’+c”  a*+b*+c’ a’+bP+c?
7 2 3




Barazimet dhe mosbarazimet

1. Pas shprehjet x dhe x—1 paragiten né vlera absolute, ato i barazojmé me
zero dhe pastg) caktojmé intevalet né té cilat duhet shqyrtuar detyrén. Pra
kemi x=0 dhe x-1=0. D.mth. x=0 dhe x=1. Vérgmé se detyrén
duhet shqyrtuar né tri raste:

1) X e (—,0] 2) xe(0,] 3) xe(L,o).

Shqyrtojmé vegmas rastet e mésipérme.

1) Le té jeté xe(—,0]. Atéheré nga pérkufizimi i vlerés absolute
merret X<0=|xE-X, Xx-1<0=|x-1F—-(x-1) =1-x.
Zévendésojmé né barazimin fillestar dhe marrim
—X+1-x=1=-2x=0=x=0.

Megé O i takon intervalit té shygrtimit (Oe(—,0]) atéheré
pérfundojmé se x =0 éshté zgjidhje e barazimit.

2) Letéjeté xe(0,]. Atéheré x>0=|x|=X, x-1<0=|x-1=1-x.
Prakemi x+1-x=1=1=1.

Relacioni 1=1 éshté i sakté dhe kjo do té thoté se zgjidhje e barazimit
éshtéi téré gjysmésegmenti (0,1].
3) Letéjeté xe (o). Atéheré x>0=|x|=X, x-1>0=|x-1=x-1.

Merret x+x-1=1=2x=2=x=1. Por 1 nuk i takon intervalit
(L, 0), d.m.th. né kété rast barazimi nuk ka zgjidhje.

Nga shygrtimet né rastet 1) — 3) péfundojmé se zgjidhje e detyrés éshté
¢do xe[0,]].

Shénim. Nxénési me té drejté mund té shtrojé pyetjen: s u caktuan
intervalet e shgyrtimit t& dhéna me 1) — 3)? A do té kishim mundur gé
detyrén ta shqyrtonim p.sh. né intervalet vijuese:

i) X e (—,0) i) xe[0,1] i) xe (L0)?
Cfaré do té ishte rezultati né kété rast?
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Pérgjigja éshté pozitive. Pra, detyra do té mund té shqyrtohgl edhe né
intervalet i) —iii) dhe rezultati do té jetéi nj&té.

Ajo cka duhet té kujdesemi gjaté zgjidhjes s& barazimeve (mosbarazimeve)
me vlera absolute éshté gé té shqyrtojmé té gjitha rastet dhe gé intervalet té
ndahen né ato pika né té cilat shprehjet nén vierén absolute béhen zero (né
rastintonéishte x=0,x—-1=0).

Detyra pér ushtrime
Té zgjidhen barazimet vijuese
1. |x-1]+|x-2]=3. 2. |x-1|+|x-2|+|x-36.

3. |Xx=n|+|x-2EF9, neN\{L}. 4.
[x-1|+[x-3EFa+2, aeR.

5  |x-a|+|x-3=5aeR.

6. Leté jeté p numér i thjeshté s& paku treshifror. Té zgjidhet barazimi
|3p—304 | p-100.

2
Sé pari vérgimé se X ox+lext—2-xspdpg oy 1 +§>O,
2 4 4 2 4

pércdo xeR. D.mith. |x* —x+1F x* —x+1.

Pasi té zévendésojmé né barazimin e dhéné merret:

X=X+l [ Xx—-1F2-Xx & x(X-D+|x-11-x

X(X=D+|x-1|+(x-1)=0.

Dallojmérastet: 1) x>1, 2) x<1.

1) Nése x>1,kemi x—1>0=|x-1} x—1. Atéheré merret:
X(X-D)+(X-D+(x-)=0<=x(x-D)+2(x-1)=0
(X-D(x+2)=0=>x=10se x=-2.

Por megé kushti éshté x >1 pérfundojmé gé zgjidhje éshté x =1.

2) Nése x<1 aéheré x-1<0=|x-1=-(x-1)=1-x. Merret
X(Xx-1)+1-x+x-1=0=x(x-1)=0=x=0 ose x=1.

Meqgé kushti éshté x <1, merret gé x =0 éshté zgjidhje e barazimit.
Pérfundojmése x =0 dhe x =1 jané zgjidhje té barazimit.



Barazimet dhe mosbarazimet - zgjidhjet

Detyré pér ushtrime

7. Le té jeté a numé& reaé pozitiv. A ka zgjidhje barazimi
|x*+x+a|+|x—al2-a?

Pér x>0=|x|=x. Barazimi i dhéné merr trajtén

X ~1, pérkatésist X =1,
[I| X+ x=1]+x—2|+x—3]| [[12x =1|+x—2|+x—3|

Dallojmérastet: 1) x>% 2) Xe(o,%].

1) Pe x>%:>2x—1>0:|2x—1|= 2x—1. Merret

X =1,pérkatésisht+=1.
|2x -1+ x—2|+x— 3| [|3x—3]+x-3|

Dalojmérastet: 1) x>1 2 Xe[%,lj.

1) P& x>1 merret 3x—-3>0=|3x—-3=3x—-3. Merret

— X 1, pérkatésisht —— =1.
[3x—3+x-3| |4x—-6]

Qarté se pér x>g:>4x—6>0:>|4x—6|=4x—6. Merret

=l=>X=4X-6=>3X=6=>Xx=2.

4x -6
Pérfundojmeé se x =2 éshté njé zgjidhje e barazimit.

Detyré pér ushtrime

X

8.  Técaktohen té gjitha zgjidhjet e barazimit =1.
Mx]+x=21]+x=2|+x-3|

Barazimi i dhéné mund té transformohet si vijon

2
VX +18x+81+ /x2+x+%=3 & (x+9)% + /[x+%) =3
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S| x+ 9]+ =3.

1
X+ =
2

Dallojmérastet: 1) x € (—0,-9], 2) XG(—g,—%:|,3) XE(—%,OO) té cilat

do t'i shqyrtojmé vegmas.

1) Le té jeté xe(-,-9]. Atéheré |x+9|=—x—9,x+%=—x—%.
Merret —x—9—x—%=3 pérkatési sht 2x=—%:>x:—§.
25 e -
Por 7 ¢ (—0,-9] . D.m.th. né kété rast detyra nuk ka zgjidhje.
. 1 — 1 1
2) Le té jeté Xe(—g,—§:|. Atéheré |x+9=x+9, x+§=—x—§.

Merret x+9—x—%:3:%=3 gié gé nuk éshté e sakté. Pra

barazimi nuk ka zgjidhje.

3) Le té jeté XE(—%,OO). Atéheré |x+9x+9, x+%=x+%.
Merret x+9+x+1=3:>2x=_E:>X:_E_
2 2 4

Por —17’:)’ 2 [_%’wj . D.m.th. as né kété rast detyra nuk ka zgjidhje.

Pérfundojmé se barazimi nuk ka zgjidhje.

Detyra pér ushtrime

Té zgjidhen barazimet

9. Y1-6x+12x%—8x% ++/x* —10x+ 25 = 2x—3.

10 JX(X+D(X+2)(x+3)+1=x"+7.

11. \/xz +(X+1D)% +(x* +x)® =5x—3x°.

Shprehjen x +8yx—4 etransformojmé si vijon:

X+A4IX—4=X-4+2-x-4-2+4=(x-4+2)*.
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Ngjashém merret gé x —4J/x —4 = (Jx—4 - 2)%.
Barazimi i dhéné kalon nétrajtén |vVx—4 +2|+|JVx—-4-2=4.

Vérgmése x>4. Pse? Atéheré Vx—4+2>0=|Jx—4+2|=Vx—-4+2.
Merret X —4 +2+|JX—4-2|=4, pérkatésisht /X —4+|JVXx—-4 -2 2.

Dallojmérastet: 1) v/x—4>2,2) /x-4<2.

1) Letéjeté Vx—4>2. Atéheré x> 8. Pse?
Nekétérast v/x—4-2>0=|Vx-4 -2 /x-4-2.
Prav/X—4+x—4-2=2=2/x-4=4=x—4=2=x=8.
Pra x =8 éshté njé zgjidhje e barazimit.

2) Letéjeté /x—4<2,prax<8.Ps?
Nekétérast vx—4-2<0=|x-4 -2 2-/x-4.
Prax—-4+2-x-4=2=2=2.

D.m.th. barazimi ka zgjidhje pér ¢do x <8.
Mé sipér cekém se x > 4. Ngarastet 1) dhe 2) pérfundojmése x €[4,8] .

Detyré pér ushtrime

12. Té zgjidhet barazimi \/x+2\/x—l +\/x—2\/x—1 =4.
Transformojmé anén e majté té barazimit
X' +4x°-3x* —14x-8=0 & (X" + 4x® + 4x?) - 7x* -14x-8=0

< (X +2x)2-7(x*+2x)-8=0
< (X +2X)2+ (X* +2x) - 8(x* +2x) —-8=0

S (X +2)(XP+2x+1D) -8(x* +2x+1) =0
S (X +2X+D(X*+2x-8) =0 < (x+1)*(X* +4x-2x-8) =0
S (X+D*(X(X+4)—-2(x+4) =0 < (x+1)*(x+4)(x—2)=0.

Tani éshté e garté se x =—1,x = 2,x =—4 jané zgjidhje té barazimit.
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Shénim. Pér té faktorizuar anén e majté té barazimit do t& mund té mund té
shfrytézonim edhe ményrén e dyté té aplikuar né detyrén 5 té kapitullit t&
treté.

Detyra pér ushtrime

Té zgjidhen barazimet
13. xX°-3x*+2x3+x?=3x+2=0.

14, x-3xi3y —§x+1:0.
2 2 2 2

Barazimin e dhéné e transformojmé si vijon
1 1 1 1 1 1 1 1

= + IS = —
X X+7 X+4 Xx+3 X X+3 X+4 Xx+7
X+3-X X+7-Xx-4 3 3
= = < =
X(x+3) (X+4)(x+7) X(x+3) (X+4)(x+7)

Pér x #{0,-3,—4,—7} barazimi i dhéné kalon né trajtén
X(X+3) = (X+4)(X+7) & x> +3x=x>+4x+7x+28
<:>8x=—28:>x=—z.

2

Barazimin e transformojmé si vijon
X2+ x—5+x2 +x-5=2.

Zévendésojmé +/x? + x -5 = y . Atéheré kemi:
yo+y-2=0(y-D(y+2)=0<=y=10se y=-2.

Megé y >0 mbetet gé y =1. Merret

VX +X-5=1=x*+x-6=0 (x-2)(x+3)=0=>x=20se x=-3
jané zgjidhje té barazimit té dhéné.

Transformojmé barazimin e dhéné s vijon

1 .1 1 1
X+m+n X+mMm-nNn M-N-X M+nN-X
1 1 1 1

X+m+n m+n—-X mM-nN—-X X+M-n
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1 B 1 3 1 B 1
(Mm+n)+x (m+n)—x_(m—n)—x (m=n)+x

(M+n)—x—(M+n)—x (M-n)+Xx—(M-n)+x
(M+n)2—x2 B (m—n)>—x2

—2X B 2X
(m+n)?-=x> (m-n)*>-x?

X _ X
x> —(m+n)> (m-n)*-x*"

(1)

Le té diskutojmé barazimin (1).
1) Nésem+n=0, m—n=0 pérkatésisht nése m=0, n=0 kemi

12 = —iz =1=-1, prané kété rast barazimi nuk ka zgjidhje.
X X

2) Nésem+n=0, m—n=0 barazimi (1) kalon nétrajtén

X+ 1 - ! =0, prej nga merret
x> —(m+n)? (m-n)?-x* ’

1 1

x=0 ose - =
x> —(m+n)*> (m-n)>-x*

(Mm=n)? =x® =x® +(m+n)?

L S ———=0<x*=m?+n®,
(X" =(m+n)7)((m—n)”—x%)

D.m.th

Por, nése x=0 atéheré x?=m?+n? éshtd i mundur vetdm Kkur
m=n=0 e kjo éshté né kundérshtim me faktin se m+n=0,
m—n=0. Pé&fundojmésenékétérast x=0.

3) Nése x=0 ateheré garté se merret x*=m’+n?, por kjo nén
supozimin gé& x*#(m+n)®> dhe x*=(m-n)®, pérkatésisht nén
kushtingé m-n=0. Pse?

Né kété rast zgjidhjet jané x =—/m? +n?, x=+m*+n” .
4) Nése m=0,n=0 ose m=0,n=0 atéheré x=0. Tregoni.

5) Nése m=n=0 0ose m=-n=0 atéheré x={—m«/§,m\/§}. Vérteté,
letéthemi se m=n=0. Ngarelacioni (1) merret
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10.

X X

=— o x*—(2m)* =-x
x> —(2m)*>  —x? (2m)

S22 =4m? & X2 =2m? = x=+my/2.

Detyré pér ushtrime

15. Letéjené m,n parametrarealé. Té zgjidhet dhe té diskutohet barazimi
m+n _ X+m+n
X—m-n m-n

=0.

SE pari éshté e garté se numrat X,y jané njékohésisht cift ose tek. Pse? Le

té shqyrtojmé ndaras rastet:

1) Numrat x,y jané numra tek. D.mth. x=2k+ly=21+1, ku
k,l e N. Atéheré x*+ y* = (2k +1)? + (21 +1)* = 2004

& 4K% + 4Kk +1+ 417 + 4l +1=2004 < 4(k* + k + 17 +1) = 2002
& 2(k? +k? +17 +1) =1001, gjé gé nuk éshté e mundur sepse né anén
e majté kemi numér cift e né anén e djathté numér tek.

2) Letéjené x,y numra cift. D.mth. x=2k,y=2l,k,| e N. Atéheré
X? +y%=4k® + 41> =2004 = k* +1> =501. Megé né anén e djathté
kemi numér tek mbetet gé njéri nganumrat k,l téjeté cift e tjetri tek.
P.sh. leté jeté k numér cift kurse | numér tek. Atéheré ata mund té
paragiten nétrajtat k =2k,, 1 =21, +1, ku k;,l, e N .

Atéheré k* +1% = (2k,)* + (2I, +1)* =501.
D.m.th. 4k? + 417 + 41, +1=501< 4(k] +17 +1,) = 500

< kX +17+1,=125. (1)
Vérgmése |, €{1,2,...,10} . Pse?

Provojmé p.sh. pér I, =10. Kemi k7 +100+10=125=>k;} =15 por ky
barazim nuk ka zgjidhje né bashkésiné e numrave natyror.

Nése |, =9 aéheré k?+81+9=125=k’ =35. Edhe né kété rast
barazimi nuk ka zgjidhje né bashkésiné e numrave natyror.

Nxénési lehté mund té tregojé seas nérastet | €{1,2,...,8 barazimi
nuk ka zgjidhje né bashkésiné e numrave natyror sipas ndryshores k .
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11.

Pérfundojmé se nuk ekzistojné numrat natyror k;,l, pér té cilét vien
relacioni (1).

Nga shqyrtimet e béra né rastet 1) dhe 2) pérfundojmé se barazimi
x? + y? = 2004 nuk ka zgjidhje né bashkésiné e numrave natyror.

Detyra pér ushtrime

16. Té zgjidhet né bashkésing e numrave natyror barazimi x* + y? = 2005 .
17. Letéjené x,y e N. Tézgjidhet barazimi x* +2y* =1200.

18. Tézgjidhet barazimi 3x*+y® =171,ku x,y e N.

Barazimin VXx+1+,y+2=+/800 e shkrugmé s vijon
VX+1=+/800—-,/y+2.

Pasi t'i ngrisim né katror té dy anét merret

X+1=800+y+2-40,/2(y + 2) pérkatésisht

x=801+y—-40/2(y+2). D

Megé x éshté numér natyror atéheré duhet gé 2(y+2) té jeté numér
natyror, pérkatésisht gé 2(y + 2) té jeté katror i ploté. Kjo éshté e mundur
nése y+2=2n°. (2)

Tani barazimin e dhéné e shkrugimé si vijon |/y + 2 =+/800 —v/x + 1.

Pasi t'i ngrisim né katror dhe pas rregullimit merret

y =799+ x - 40,/2(x +1) 3)
Nén té njgjtat arsyetime merret gé x +1=2m?. (4)
Nga (2) dhe (4) merret
y=2n*-2 (5)
X=2m?-1 (6)

Kur kéto relacione i zévendésojmé né (1) dhe (3) merret:

2m? —1=801+ 2n%—2-80n } 2m? — 2n? + 80n =soo}

(")
2n* -2=799+2m*-1-80m| 2n” - 2m’ + 80m =800

Ngasistemi (7) merret:
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12.

2m? - 2n® +80n = 2n” — 2m* + 80m < 4(m* —n*) +80(n-m) =0
< Mm-n)(m+n)-20m-n)=0< (M-n)(m+n—-20)=0
=m=nosem+n=20.

Pér m=n merret —— x+1 y+2

=>X+1=y+2.

Zévendésojmé né barazimin fillestar dhe merret:
Jy+2+.y+2=1800 = 2,/y+2=2200= y=198 x =199.

Pra (199,198) éshté njé zgjidhje e detyrés.

Zgjidhjet tjeramerren ngakushti m+n=20, ku x+1=2m?,y +2=2n°.
Psh. m=15n=5, x+1=2-225y+2=2-5 = x =449,y = 48.
Nxénési e ka té |ehté té caktojé dyshet tjera.

Detyra pér ushtrime

19. Té zgjidhet né bashkésiné e numrave natyror barazimi Ix + y+1=2004.
20. Letéjené x,y € Q. Tézgjidhet barazimi 3vx +2/y =15.

Shénim. Ményra se s éshté zgjidhur detyra 7 e kapitullit té paré mund té
Zbatohet pér té zgjidhur barazimin e dhéné. Késgj radhe do té pérdorim njé
ményré tjetér té zgjidhjes.

Supozojmé se x<y. Le té shénojmé me S shumén né anén e majté té

barazimit, pra S =1+1 .
Xy

Nése x<6 atéheré 12% Megé y éshté numér natyror atéheré l>0
X y
1 1 1 . - -

késhtu gé merret S =— _>E . Pra, pér x <6 barazimi nuk ka zgjidhje.
Xy

Nése x>13 atéheré —31—3 Megé x <y mund té shkrugimé 13<y preg
X

nga lgi D.m.th. 5—1+1<i i 2<2 L Pra edhe nése
y 13 y131313126

X =13 barazimi nuk ka zgjidhje.
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Mbetet shqyrtuar rastet kur x €{7,8,9,10,11,12} .
Pér x=7, %%%:%:%_;:%:%: y=42.
Nxénési e kalehté té provojé rezultatet vijuese:
Pé x=8 merret y=24.
P& x=9 merret y=18.
P& x=10 merret y=15.
Pé& x=11 merret y :6_56' Né kété rast y nuk éshté numér natyror e as
zgjidhje e barazimit.
P& x=12 merret y=12.
Zgjidhjet e barazimit jané dyshet {(8,24),(9,18),(10,15),(12,12)} .
Detyré pér ushtrime
21. Tézgjidhet barazimi %+%+%=%, ku X,y,zeN.
13. Transformojmé barazimin e dnéné

X -y =4y+12 X —y* -4y -4=8=x*—(y+2)° =8

S (X—-y-2)(x+y+2)=8.

Névijimtregojmése x—y—2,Xx+ y + 2 jané njékohésisht ¢ift ose tek.

1) Letéjené x,y numracift. Pra x=2k,y=2l, (k,1 € Z) . Atéheré
X—y-2=2k-21-2=2(k-1-1)
X+y+2=2k+21+2=2(k+1+1).

Pranumrat x—y—2 dhe x+y+ 2 janécift.
2) Letéjené x,y numratek. Pra x=2k+1Ly=2+1, (k,| € Z) . Atéheré

X=y-2=2k+1-(21+)-2=2k +1-21-1-2=2(k + 1 -1)
X+y+2=2k+1+21+1+2=2k+21+4=2(k + 1 + 2)
Pranumrat x—y—2 dhe x+ y+ 2 janédgift.
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14.

3) Letéjeté x numér cift, kurse y numér tek. Pra x=2k , y=2l+1,
(k,I € Z) . Atéheré

X—=y-2=2k+21+1-2=2(k +1)-1
X+y+2=2k+2l+1+2=2(k+1+1) +1.

Nékétérast numrat x—y—2, X+ y+2 janétek.

Ngjashém tregohet nése x éshté numér tek, kurse y numeér gift.

Megé 8 nuk mund té shkruhet s prodhim i numrave tek mbetet gé
X—y—2, X+Yy+2 téjenénumracift. Pra kemi mundésité vijuese:

1) X-y-2=2 2 X-y—-2=4
X+y+2=4 X+y+2=2
3 X-y-2=-2 2 X—y-2=-4
X+y+2=-4 X+y+2=-2

Pas zgjidhjes s& sistemeve 1) - 4) merret gé zgjidhje jané:
(3,-1),(3,-3),(-3,-3),(-3-1).

Detyré pér ushtrime

22. Tézgjidhet né bashkésing e numrave té ploté barazimi x° —y® =19.

Nén té njgtat arsyetime s tek barazimet me viera absolute edhe né kété
detyré dallojmérastet: 1) x>1, 2) x<1.

1) Nése x>1 atéheré x—-1>0=|x-1fx-1.

Merret X-1<2Xx-4< -X<-3< x> 3.

Nga x>1 dhe x >3 merret x> 3.

Né kété rast zgjidhje éshté ¢cdo x géi takon intervalit (3,0).
2) Nése x<1 atéheré x-1<0=|x-11-x.

Merret 1—x<2x—4©—3x<—5@x>§.
Nga x<1 dhe x>g pérfundojmé se né kété rast detyra nuk ka

zgjidhje.
Ngarastet 1) dhe 2) pérfundojmé se x e (3,«) .
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15.

Detyra pér ushtrime

Té zgjidhen mosbarazimet

23, |x—2|k3x+4. 2q, 122X1.1
x-=1
2004 § 26. | x|+2004 > 204x .

Dol 1l 4
Sé pari nxénési ekaté garté sevlen | 2x +1F=(2x+1)%, | x+3f=(x+3).
Atéheré mosbarazimi transformohet si vijon:
IX+1|+(2x+1)? +(2x+D < (x+3)° -4
| X +1]+4X% + 48X+ 1+ 2X +1< X* + 6X +9— 4
| x+1]+3x* -3<0
| X +1|+3(x* =) (x*+1) <0 (1)
Dalojmérastet: 1) x>-1,2) x<-1.
1) Nése x>-1 atéheré |x+1f x+1. Merret

X+D)+3(x-D(x+D)<0= (Xx+DL+3(x-1))<0<= (x+D(B3x—-2)<0
Relacioni i mésipérm éshtéi sakté né rastet vijuese:

X+1<0 X+1>0
ose i) .
3x-2>0 3x-2<0

Nga sistemi 1) kemi x<-1 dhe xz%. Eshté e garté se né kété rast
mosbarazimi nuk ka zgjidhje.
Ngasistemi Il) kemi x>-1 dhe xs%. Pra Xe[—l%} :

2) Nése x<-1, atéheré |x+1|=—(x+1). Mosbarazimi (1) kalon né
trajtén —(x+1) +3(x-D(x+D <0< (x+DH(3x—4) <0.
Relacioni i fundit éshté i sakté né rastet vijuese:

x+1<0 Xx+1>0
] ose .
3x-4>0 3x-4<0
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16.

Pasi t'i zgjidhim sistemet e mésipérme merret X e {—Lﬂ . Por kushti

fillestar éshté x<-1. D.m.th. né ké&té rast mosbarazimi nuk ka
zgjidhje.

Ngarastet 1) dhe 2) pérfundojmése x e {—Lﬂ .

Detyré pér ushtrime

27. Tézgjidhet mosbarazimi | x—3|+|x* + X +1]> 7+ 2x.

a+b

Mé paré kemi treguar se nése a,b >0 atéheré >./ab . Ngjashém
merret a42-c >/ac, b—erCZ\/E.Atéherékemi:
a+b>2Jab,a+c>2Vac,b+c>2vhc. (1)

Nga kushti i detyrés kemi

at+b+c=1=a+b=1-c
a+b+c=1=a+c=1-b;. 2
a+b+c=1=b+c=1-a

Nga (1) dhe (2)
(1-c)>2/ab
(1-c)=2Jac }. ©)
(1-a)>2vbc

Duke shumézuar ané pér ané relacionet né (3) merret

(1-c)(1-b)(1—a) >8va’h’c?, pérkatesisht (1-a)(l—b)(1-c)=>8abc, gjé
gé duhg treguar.

Detyré pér ushtrime

28. Nése a,b,c jané numra realé pozitiv té tillé g& abc =1, tregoni se vien
mosbarazia (1+a)-(1+b)-(1+c) >8.
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17.

18.

19.

Eshté e garté se

4a+1<4a’+4a+le (4a+1)<(2a+1)°=+4da+1<|2a+1|
4h+1<4b” +4b+1e (Ab+D<(2b+1)*=Vab+1<|2b+1| (D)
4c+1<4c® +4c+1s (4c+1) < (20 +1)° = ac+1<|2c +1]

Ngarelacioni (1) merret

V4a+1+4b+1++4Ac+1<|2a+1|+|20+1|+|2c+1] 2)

Megé az-%, bz-%, cz—% merret 2a+1>0,2b+1>0,2c+1>0.
Nga (1) kemi

Jda+1++/4b+1++/4c+1<2a+1+2b+1+2c+1=2(a+b+c)+3=5,
gié gé duhgj treguar.

Le té jeté S, =—— i+...+i.Meqé n+1<n+n:>i> 1
n+l n+2 2n n+1l n+n
Ngjashém merret > e késhtu me radhé. Atéheré kemi
nN+2 n+n
1 1 1 1 1 1 1 1
S, =—F+—+..4—> + +..+ =N-—=—.
n+l n+2 2n n+n n+n n+n 2n 2
Nxénés e ka té |lehté té arsyetojé se
1 1 1 1 1 1 1 n+1
S, =—+—+.+—<—+——+..+ =n- < =1
n+l n+2 2n n+1 n+l1 n+1 n+l n+1
D.m.th. %< S, <1, gjégé duhg treguar.
o 1 1 1 . . —
Pérkujtojmé se —=—-< . Pse? Né anén tjetér
n-n n(n-1)
L .1 Lpwpmin it 1
nn-1) n-1 n n° n-1 n

Pra



Barazimet dhe mosbarazimet - zgjidhjet

65

20.

21.

1 .1 1
2004 2003 2004

Duke i mbledhur ané pér ané mosbarazité né (1) merret
1

1 1 1

—+—+..+ <1- .
22 7 20047 2004

Té dy anéve té mosbarazisé sé fundit ua shtojmé numrin 1. Merret

1 1 1 1

S+ttt —=<
r 2> F 2004
L e té shgyrtojmé té mbledhéshmin e paré

2

2004

<2, gjégé duhg treguar.

D)

a _ a’ Z/a.a<1(a+aj
J@+c)a+b) \(a+c)a+b) Va+c a+b 2\la+c a+b)

Ngjashém merret
b <1( b . b J c <1( c c
Jb+a)b+c) 2\b+a b+c) Jc+a)c+b) 2\lc+a c+b
Atéheré 2 + b + ¢
J@+c)a+b) (b+a)b+c) ./(c+a)c+b)
_1f a c a b b cj
- 2la+c a+c a+b a+b b+c b+c
_1(a+c a+b+b+cj_§ gj€ gé duhej treguar
2la+c a+b b+c) 2° '

)

Megé a,b,c jané gjatésité e brinjéve té trekéndéshit vigné mosbarazité
|Ib-cka,|c—akb,Ja-blc.Pse?

Anae majté e mosharazisé transformohet si vijon:
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bacbac_|ab+bc+ac|

a’c—b% +ab® —ac? + bc? —ba?|
abc |

c(a®*—b*)+a(b® -c*)+b(c*-a?)
abc
_|ac(a—c)+bc(c—b)+ab(b—a)|
abc |

ac(a—b+b—c)+bc(c—b)+ab(b—a)|
abc |

_|ac(a—-b)+ac(b—-c)+bc(c—b)—ab(a- b)|

- abc |

(a—b)a(c—b)+(b-c)c(a-b)|
abc |

(a—b)(ac—ab) + (b-c)(ac—bc)

abc

[(@a-b)(b—c)(c-a)|_|a-b]|-|b—c|-|c-a]

<1, gjé gé duhej treguar.
abc | abc




Barazimet lineare me dy ndryshore

1. P& x=0 meret y=%. Pé y =0 merret x=%. Pra, drejtéza kalon népér

y . a a .
pikat A(—,Oj dhe B(O,—J (shih
Bh o 5 12
a L figurén).
12| /b Dmth. OA=2, 0B=2.  Duke
5 12
0 a A X Zzbatuar teoremén e Pitagorés né
5 trekéndéshin AOB kemi
a? a? 13a
AB?="_4+ = prej ngamerret AB="—
25 144 prej ng 60

Letéjeté O, piké né AB ashtu gé OO, téjeté normal né AB. Sipas kushtit té

detyréskemi OO, =b.

Nga formula pér njehsimin e syprinés sé sipéfages sé trekéndéshit dhe

13 13 1 13 113

megé S=— merret —=—-AB-b pékatésisht —==-—ab prg nga
= 6 6 2 P 6 2 60 Prej g

ab=20.

Megé a,b e N\{l} merren rastet e mundshme:

1) a=2,b=10; 2)a=4,b=5; 3)a=10,b=2; 4)a=50b=4.

Né té gjitha rastet vérejmé se njéri nga numrat a, b éshté i thjeshté, gjé gé
duhgj treguar.

Detyra pér ushtrime

1. Eshté dhéné rrethi me gendér né origjing té sistemit koordinativ dhe me rreze
y r=2cm. Té caktohet parametri a,

a>0 nébarazimin edrgjtézés x+y=a

ﬂ % ashtu gé syprina e sipérfages s& hijézuar né
figuré té jeté e barabarté merc—l .
NV 8
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2. Eshté dhéné drejtéza me barazimin 3x+4y =a,acR . Largesanormae | e
drejtézés nga origjina e sistemit koordinativ éshté dy heré mé e vogél se
hipotenuza. Nése syprina e sipérfages sé trekéndéshit éshté S =100, té
caktohen a dhel.

Supozojmé té kundértén, pra se ekziston drejtéza me barazimin
ax+ by =12 me vetité e pérshkruara né detyré.

P& x=0 merret yzg. P& y=0 merret x=£. Pra, drejtéza kalon
a a
népér pikat A(lz Oj B(O,%}.

Ngjashém si né detyrén e paré merret AB = 1—E\/a2 +b? .
a

Megé S=1200,=2 dhe nga fakti S =%AB-OO1 merret

_1 12\/a +b? -2, pérkatésisht ab=+/a*+b? .

Duke ngritur né katror té dy anét e relacionit té fundit merret
a’h®=a’+b® prg nga a*(b* -1) =b*.

Pra bz—(gj -1, ()

a

Eshté e garté se b duhet té jeté numér i ploté. Pse?
a

Le té themi se E=x, XxeZ. Pra b=ax. D.m.th. relacioni (1) kalon né
a

trajtén (b—x)(b+x) =1 pregf ngamerret b—x=1 dhe b+ x=1.

Qarté se b=1 dhe x=0, por x=0 éshté né kundérshtim me faktin se

i =0. Pérfundojmé se supozimi yné genkai gabuar.

Megé 3x +11y =109 kemi

3K =108—11y +1<> 3x =108—12y + y+1=> x = 36— 4y + L+ 1.

Megé x éshté numér i ploté duhet gé y+1 té plotpjesétohet me 3, pra
y+1=3k, pér keZ. Kem y=3k-1 prg nga x=36-4(3k-1)+4
= x=40-11k.
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Megé pikat (x,y) duhet t'i takojné kuadrantit té paré atéheré x dhe y duhet
té jené numra natyror, d.m.th. 40-11k >0 dhe 3k-1>0. Nga
mosharazimi i paré merret k <3, kurse nga mosbarazimi i dyté merret
k>1.Prake{1,23.

Pér k=1 merret x=29, y=2.
Pér k=2 merret x=18, y=5.
Pér k=3 merret x=7, y=8.

Detyré pér ushtrime

3. Né sistemin koordinativ kénddrejté éshté dhéné drejtéza me barazimin
3x+11y = 2004 . Sa pika né drejtézén e dhéné i kané koordinatatat numra

natyror?
Transformojmé barazimin e drejtézés sé dhéné. Merret
y =—%x+173<:> 4y =-2x+13< 2x+ 4y =13.
Ngjashém si né detyrén e mésipérme merret

2Xx=12-4y+1=>x=6- 4y2+1.

Sikur té dy koordinatat té ishin numraté ploté atéheré do té duheg gé numri
4y +1 té plotpjesétohef me 2, dm.th. 4y+1=2k,keZ. Pra 4y=2k -1
=y=2k-1.

Né kété rast éshté e garté se koordinata y nuk mund té jeté numér i ploté

sepse numri 2k —1 éshté numér tek pér ¢do keZ dhe s i tillé nuk
plotpjesétohet me 4.

Sé pari barazimet e dhénado t'i paragesim né trajté tjetér:

3yl:(x+1)m+x:>3yl:xm+m+x:>yl:m+1x %
Pra, barazimi i drejtézés sé paré éshté

d.: y —m_+1x+m

1 J1 3 3
Ngjashém merret gé barazimi i drejtézés sé dyté éshté

1
d,: y,=——X+4.
2 2=

Pérkujtojmé se dy drejtéza jané paralele nése koeficientét e pjerrtésisé sé
tyre jané té barabarté.
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. . . m+1 1 .
Pragé d, téjeté paralele me d, duhet gé Tz—l, prej nga merret
m —

m, =2 dhe m, =-2.

Detyré pér ushtrime

4. Té caktohen vlerat e parametrit realé m, ashtu gé drejtézat e dhéna me
barazimet d, :8y +3(m-Dx=14m, d, :14m(m+Dy-mx =3(m+1) té jené
paraele.

Pérkujtojmé se funksioni linear y =mx+n éshté rrités nése m> 0, ndérsa
éshté zvogéluesnése m< 0.

Pra, fillimisht duhet gé shprehjen e dhéné ta shndérrojmé né trgjtén
y=mx-+n.Kemi

X+y=nx+ny—4n+4—-6x=y—-ny=nx—Xx—-6x—-4(n-1)
= y(l—n):x(n—7)+4(1—n):>y=2;7x+4.
-n

n-7

Zgjidhja e mosharazimit té fundit éshté ne (1,7) .

Pra, gé funksioni té jeté rrités duhet gé >0.

Detyré pér ushtrime
5. Técaktohen té gjitha vlerat n pér té cilat funksioni linear
n(x+y)=2(x+y)+3y+n-5
éshté zbrités.
Sé pari funksionin e dhéné e transfomojmé si vijon:

1—1:(n+2)x<:> y=n(n+2)x+n.
n

Tregojmé se pér ¢cdo numér té ploté n té ndryshém nga 0,—1, -2 koeficienti
i pjerrtésisé n(n+2) éshté pozitiv.

Vérteté n(n+2)=n*+2n+1-1=(n+1)°-1. Qarté se nése n={0,-1,-2
atéheré (n+1)*-1> 0, gjé qé duhgj treguar.

Detyré pér ushtrime

6. Té vértetohet se pér ¢cdo n numér té ploté té ndryshém nga 0,—1 funksioni
linear y+n(n+2)x—n=0 &shté zbrités.
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8. Let'i referohemi grafikut. Qarté se OT =4cm. Letéjeté OT, =y, TT,=z.

Atéheré 12=0T +OT, +TT,.

y

T(4,0)

Tl

X

D.mth. 12=4+y+z=y+z=8.

Megé vy, z jané gjatésité e brinjéve té
trekéndéshit dhe megé y éshté numer i
ploté (sepse koordinata e pikés T, jané
numra té plotg, s dhe megé
trekéndéshi OTT, éshté kénddrejté
kemi rastet e mundshme y=1,2z=7;

y=2,2=6 dhe y=3,z2=5. Pse nuk kemi raste té tjera? Pse p.sh. nuk
mund té marrim y=4,z=47?
Por nga rastet e mundshme vetém rasti y =3, z=5 e plotéson teoremén e
Pitagorés (4° + 3> =5°)(4° + 1> # 7%,4° + 2° #6°).

Mbetet g&é T,=(0,-3). D.m.th. drejtéza y=mx+n kalon népér pikén
T(4,0) dhe T,(0,-3) . Kemi sistemin

0=4m+n:>m=—2:>m=§
4 4

-3=n=>n=-3.

Drejtéza e dhéné ka barazimin y =%x—3.

Detyré pér ushtrime

7.

Dregitéza y =mx+n kalon népér pikén T(4,0), nuk kalon né kuadrantin e

dyté dhe me boshetet koordinative formon trekéndésh me sypriné 60. Té
caktohet barazimi i drejtézés.

9. SEpari paragesim grafikisht drejtézat e dhéna. Le té caktojmé koordinatat e
pikave A, B dhe C.

y
4 y=x+1
1 | =1
A G I\
ol 1 9 X

Qarté se pika A ka koordinatat A(0,1),
Pse?
Pika B éshté piképrerja e drejtézave

y =1 dhe g + % =1, d.m.th. koordinatat

e sgj i caktojmé nga zgjidhja e sistemit
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10.

Il
[N

Lexues e katélehté té tregojé se zgjidhja ésnté XZZT,?’ y

Pra B(g )
y

Pika C &shté piképrerja e drejtézave y=x+1 dhe g+z=1, d.m.th.

koordinatat e saj merren nga zgjidhja e sistemit:

y=x+1
o 27 40
. Tregohet se zgjidhja éshté x=—, y=—.
%+%=1 ™ arehy 137713

pacl 2’ 27 40
13" 13
L e té njehsojmé syprinén e trekéndéshit ABC.

Le té jeté C, piké né AB ashtu gé CC, L AB. Pra CC, ésnté lartésia e
trekéndéshit ABC e ndértuar nga kulmi C.

Atéheré S =%AB-CC1.

Qartése AB=— kurse CC, =£—1—£. Pse?
4 13 13

127 27 _ 769

Pérfundimisht S==.—.
2 4 13 104"

Detyra pér ushtrime

8. Jané dhéné drejtézat me barazimet y=x+%,%+%:], 2y=1—%. Té

njehsohet syprina dhe perimetri i trekéndéshit gé formojné drejtézat.
9. Jané dhéné drejtézat me barazimet x=1 y =2, %+§=1. Té njehsohet

syprina dhe perimetri i trekéndéshit gé formojné drejtézat.

Sépari éshtéegartése f(x*+1)=x*+1+1=x*+2.
a) Atéheré f(F(X*+D)=f(x*+2)=x>+2+1=x*+3.
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11.

12.

Kemi x+1+x*+3=x>+8=x=-4.
b) Megé f?(x)=(x+1)> dhe megé p& x=—-4 meret Qe
f2(x)=(-4+1)? =9, pérfundojmé se (x, f2(x)) = (-4,9).
c). Nga rasti b) pamé se (x,f?(x))=(-4,9). N& ané tjetér drejtéza
y;gzl transformohet né y = x . Prakoeficienti i pjerrtésisé éshté 1.
X_
Le té jeté drejtéza e kérkuar y=mx+n. Qarté se m=1. Pra y=x+n.
Megé drejtéza kalon népér pikén (—4,9), koordinatat e sg e plotésojné
barazimin e drejtézés. Kemi

9=-4+n=n=13.
Pérfundojmé se barazimi i drejtézés sé kérkuar éshté

y=Xx+13.
a) Nése x >1=|x -1z x—1. Né kété rast kemi
y y=x+X—_1:x+l.
y=x+1 -1
—1B Nése x <1=|x—-1}=1-x . Nékété rast kemi
A x y=x+1_—X=x—1.
x—-1
[x-1] . . . T,
y=x-1 b) Nga y=x+ vérgimé se funksioni i dhéné

nuk éshté i pérkufizuar né pikén x=1. Prandaj pikat A(1,0) dhe B(L2)
nuk i takojné garfikut té funksionit.

Detyra pér ushtrime

Té paragiten grafikisht funksionet
x, 1 Ix-1]  |x-2]
10. =—+ -(x=2). 11. 12~ 12 el
y=5 IX—2|( ) y=— 5

+|x].

Megé x> —4x+4=(x—-2)* dhe x* —2x+1=(x—-1)° kemi
y=[x-2]+|x-1].

Dalojmérastet: 1) x<1; 2) xe[L2); 3) x>2, técilat dot'i shgyrtojmé

ndaras.

1) Nése x<1=|x-11-x; Xx—2<0=|x- 22—

y=2-X+1-x=y=3-2X.
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2) Nése xe[L,2)= x-1>0.Pra|x-1=x-1,
X—2<0=|x-2E2-X.

y=3-2X
Atéheré y=2-x+x-1=y=1. \i
3)Nése x>2=|x-1Ex-1 |x-2|=x-2.
Pray=x-1+x-2=2x-3.

Detyra pér ushtrime

Té paragiten grafikisht funksionet

12,y = x|+/x2 = 2x+1+x* —6x+9. 13. y=|x-1|+ /xz—x+% :
14. y:w+ /x2+x+l.
3 4

13. Vérgmése f(2x+3)=m(2x+3)+n=2mx+3m+n

f(3x+2)=m(3x+2)+n=3mx+2m+n.
Atéheré f(2x+3)+ f(3x+2)=5mx+5m+2n.
Néanéntjetér f(2x+3+3x+2)= f(5x+5) =m(5x+5)+n
=5mx+5m+n.
Meqé duhej tévlgé f(2x+3)+ f (3x+2) = f ((2x+3) + (3x+ 2) kemi
Smx+5m+2n=5mx+5m+n=n=0.
Pra, té gjithafunksionet f(x) =mx e plotésojné kushtin e detyrés.
Detyra pér ushtrime
15. Té caktohen té gjithafunksionet f(x)=mx+n tétillagé
f(2x+1)- f(2x-) = f(2x+D)+ f(2x-1).

14. Funksioni i dnénédo téjetérritésnése 2k +5>0=k > —g .

Qé funksioni té jeté rrités dhe gé grafiku i tij té pret boshtin y nén origjinén
e sistemit koordinativ duhet gé x > 0. Pse? D.m.th. kemi y<0,x>0.

Merret (2k +5)x+k -5<0= X<25k

.Megé x>0 mbetet @é
+5

5-k
2k+5

>0. Megé 2k +5>0 mbetet g¢ 5-k=0=k <5. Pra ke[—g,S).



Sistemet e barazimeve

1. Mbledhim ané pér ané barazimet e sistemit
(X+y+2)(x+y+z+x+2)=800
2(x+Yy+2)>=800= Xx+y+y=+20.

D.m.th. kemi dy raste:

1) x+y+z=20. Sistemi i dhéné shndérrohet né trajtén
(x+y)-20=100 X+y=>50
(y+2)-20=300<=<y+2z=15.
(x+2)-20=400 X+2=20

Nga x+y+z=20=5-z=20= z=15 (sepse x+y=5).

Nga x+y+z=20=x+15=20= x=5.

Nga x+y+z=20=y+20=20=y=0.

Pra x=5y=0,z=15.

2) X+ y+z=-20. Sistemi i dhéné shndérrohet né trgjtén
—20(x + y) =100 X+y=-5
-20(y+12)=300<=<y+z=-15.
—20(x+2z) =400 X+2=-20

Si nérastin e paré merret x=-5, y=0, z=-15.

Detyra pér ushtrime
(X+y+2)(x+y)=12
1. Tézgjidhet sistemi i barazimeve (x+y+2z)(y+2)=X.
(X+y+2)(x+2)=Yy
2. Nése 6x+10y+10z-1=0, tézgjidhet sistemi i barazimeve
(X+y+2)(x+y)=x

(Xx+2y+2)(y+2)=Yy .
(X+2y+3z)(x+2)=12
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2. Sistemin e dnéné e transformojmé si vijon:

xty_5 (1,1_5
xy 12 y x 12
y+rz_5 J1,1_5
yz 18 z y 18
x+z 13 11 .1_13
xz 16 z x 16
. oo 1 1 1 . .
Zévendésojmé —=a, —=h, —=c. Merret sistemi
X y z
a+b=E
12
b+c=E , me zgjidhjen e té cilit merret azi, bzl,c:i,
18 4 6 9
13
a+c=—
16

prej nga pérfundimisht x=4, y=6,z=9.

Detyré pér ushtrime

Xy =2z
X+Yy
. . | oyz
3. Tézgjidhet sistemi < —— =4x..
y+12
X+ 2

3. Zévendésojme f[iljza dhe g(2x+1) =b . Merret sistemi
X

a+b=2x I ot 3 1
, me zgjidhjen etécilit merret a=—x,b==x.
a-b=x 2 2

Kthehemi né zévendésimin fillestar:

X 3 1
fl — |==x dhe g(2x+1D) ==x.
(x—l} 2 J ) 2
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Le té zgjidhim barazimin e paré. Zévendésojmé letzxzt%_.
X_ —

-L. Ngjashém duke zévendésuar 2x+1=s merret

Atéheré f(x)= 1
X -

N w

x-1
7
Detyré pér ushtrime
4, Técaktohet f(x), g(x) dhe h(x) nése

f(ﬁi9)+gu+n=o
X—2
g(x+D+h(x-2)=x

f(x+;)+hU—2)=3x

g(x) =

Shumézojmé té dy anét e barazimit
1 A B Cx+D
44 + T3 '
x*-1 x-1 x+1 x°+1
me (X —D(x+1)(x* +1) = x* —1. Merret
1= AX+D(X* +D) +B(x-D(x* +1) + (Cx + D)(x —=1)(x +1)
1= A+ x>+ x+ 1)+ B(x® = x>+ x=1) + (Cx+ D)(x* -1)

1= Ax*+ Ax® +ax+Bx®*—Bx* + Bx—B+Cx*+ Dx* -Cx—-D
1=(A+B+C)x’*+(A-B+D)x*+(A+B-C)x+(A-B-D)
Kemi sistemin
A+B+C=0
A-B+D=0
A+B-C=0
A-B-D=1

A:E,Bz—l,CzQD:—E.
4 4 2

, me zgjidhjen e té cilit merret

Detyré pér ushtrime

5. Técaktohet vlerave parametraverealé A,B,C ashtu gété vlejé barazimi

X¥+x+1 A L Bx+C
(x-D(x*+2) x-1 x*+1
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6. A ekzistojné numrat realé A,B,C,D,E,F té ndryshém nga 0 ashtu gé té viej

.1 A B Cx+D Ex+F
barazimi s = + +—5 +— ?
Xx*-1 x-1 x+1 x°+1 X +1

5. Transformojmé sistemin e dhéné s vijon:
(X =2x+)+(4y°* —-4y+D) =7 [(x-D)*+(2y-1)°*=7
(4y? -4y +1)+(9x* -6z +1) =8~ (2y-1)* +(3z-1)*=8.
(92° —62+D) + (x> —2x+1)=9 (Bz-1)*+(x-1)*=9

Zévendésojmé (x—1)°=a; (2y-1)*=b; (3z-1*=c.
Sistemi merr formén
a+b=7

b+c=8, mezgjidhjen etécilitkemi: a=4,b=3,¢=5.
a+c=9

Kthehemi tek zévendésimet fillestare:
(x-1)?=4= x-1=-2dhe x—-1=2.Prax=-1, x=3:

(2y -1 =3=2y-1=—/3; 2y -1=4/3. Prayzﬂ, 143

2 VT
(32-1)?=5=3z-1=—/5; 3z-1=+/5. Praz:l_?:/g, z=1+f.
Sistemi ka teté zgjidhje: (—Ll‘ﬁ, 1_£j, (—Ll‘ﬁ,“ﬁ}
2 3 2 3
_l1+J§ 1-5 _l1+J§ 1++/5 31—\/5, 1-5
2 " 3 ) 2 "3 JI 2 " 3 )
31—\6 1++/5 31%@ 1-5 31+ﬁ 1++/5
23 23 L2 3 )

Detyré pér ushtrime

7.  Tézgjidhet sistemi i barazimeve
X2+ v +3(x+4y) =3(x* +2y°) +14
y® +2° +3(4y +92) = 3(2y” + 32%) + 48.
22+ X3 +3(x+92) =3(x* +3z%) +38
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Barazimin e paré té sistemit e shkrugjmé né trajtén
(x=y)’(x+y)=96. 1
Nga zévendésimi i barazimit té dyté né (1) kemi (x—y)* =16.
Prakemi sistemin
2— —_ —
(x=y)*=16 _ |[Ix-yF4
X+y=6 X+Yy=6
Dalojmérastet 1) x—y=4 dhe2) x—y=-4.
1) Nése x—y =4 kemi sistemin
X—-y=4 i
,prgg nga x=5,y=1.
X+y=6
2) Nése x —y =—4 merret sistemi
X—-y=—4 _
,prgg nga x=1, y=5.
X+y=6
Pér fundojmé se bashkésia e zgjidhjeve té sistemit té dhéné éshté
{50, 19}
Dallojmérastet: 1) x>0,y >0; 2) x>0,y<0; 3) x<0,y>0;
4) x<0, y<O0 técilat dot'i shqyrtojmé ndaras.

1) Letéjeté x>0, y>0. Atéheré |x|=x, |y =y . Sistemi i dhéné kalon né
formén:

X+X-—y=2 2Xx-y=2 8 10
= = ==
y-x+y=4 2y-x=4 3 3
2) Letéjeté x>0, y<O0. Atéheré | X=X, |y |E-Yy. Sistemi i dhéné kalon
né formeén:
X+X+y=2 2x+y=2
& o x=-4,y=10.
y—-x—-y=4 -x=4
D.m.th. né kété rast detyra nuk ka zgjidhje. Pse?
3) Le té jeté x<0,y>0. Atéheré |X|=—x,|y[y. Sistemi kalon né
trajtén:

X—X—-y=2 y=-2
& & x=8 y=-2.
y—-(-x)+y=4 X+2y=4
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Edhe né kété rast detyra nuk ka zgjidhje.
4) Le té jeté x<0,y<O0. Atéheré |xl=—x,|y|l=—-y. Sistemi kalon né
trajtén:
X=X—(-y)=2
{ =) =>y=2,x=4.
y-(=x)-y=4
Sistemi nuk ka zgjidhje.
3y - 8 10 .., .. .. .. . ,
Ngarastet 1) dhe 4) péfundojmé se x =§, y :E éshté zgjidhje e sistemit.
Detyra pér ushtrime
2 -2 -1=6
8. Tézgjidhet sistemi i barazimeve | 2¢ 1 X~ 211V =1F6
X—|x-2|-1y-14
~1k=
9. Té zgjidhet sistemi i barazimeve xrly-1l a, ku a éshté numér reaé
y+|x-3E3
pozitiv.
8. Sistemi i dhéné transformohet si vijon:

(X=y)(X* +xy+y*) =33(x ~y) =0
{(x+ Y)(X2 = xy +y?)-17(x+y) =0
<:>{(x—y)(x2+xy+y2—33)=0.
(X+y)(X* =xy+y*-17)=0
Dallojmé rastet:
1) Nése x =y, atéheré nga barazimi i dytéi sistemit merret:
2¢(}* =X + X2 =17) = 0= x(x* =17) = 0= x =0, x =+/17, x = —/17 .

Pra (0,0), W17,V17), (+/17,—17) jané zgjidhje t& sistemit té
barazimeve.

2) Nése x=-y, nga barazimi i paré merret x=0, x=+/33, x=—/33.
Zgjidnjet e sistemit jané: (0,0), (v/33,—/33), (—/33,~/33) .
3) Nése x =y dhe x= -y . Sistemi i dhéné kalon né formén
X*+xy+y*=33
{xz—nyr y2 =17

Duke zbritur barazimin e dyté nga barazimi i paré merret xy =8.
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Sistemi merr formén:
(X+y)>’=33-xy [(x+y)*=33-8 {|x+y|=5
= = .
(x—y)*=17—xy (x—y)*=17-8 |[x-Y[=3
Ngasistemi i fundit kemi rastet:
i) X+y>0,x-y>0; ii) x+y>0,x-y<0
i) x+y<0,x-y>0;iv) x+y<0,x-y<0,
técilat do t'i shqyrtojmé ndaras.
i) X+y>0=3|X+yEX+Y, Xx—=y>0=2|x—-yEXx-y.Kemi
{x+y:5
=>x=4,y=1.
X—y=3
i) Nése x+y>0, x—y<0, atéheré | x+y=x+Vy,|x-yEy—x.Kemi

{x+y=5

=>x=1y=4.
-X+y=3

iii) Nése x+y<0,x—-y>0, aéheré [X+ylE—-Xx-V,|x-yEx-Y.
Merret

{—x—y:S
=>x=-Ly=-4.
X—y=3

iv) Nése x+y<0,x—y<0,merret [ X+yE-X—VY,|X-Yy[Ey—x.Kemi
{_X_y:5:>x=—4, y=-1.
-X+y=3
Pérfundojmé se zgjidhjet e sistemit té dhéné jané:
(0,0), (V17,17), (—/17,—V17), (/33,—/33), (—/33,/33)
(41, (L4, (-1-4), (-4-1).
Marrim zévendésimet: x+y=A; Xx+z=B; z+y=C.Kemi sistemin
AB =a?
BC =b?.
CA=c?
Pasi té shumézohen ané pér ané barazimet e sistemit té fundit merret
(ABC)? = (abc)® = ABC = abc ose ABC =-abc.



Sistemet e barazimeve - zgjidhjet

1) Letéjeté ABC =abc.
Nga AB=a2:a2C=abc:C=%.

Nga BC =b? = Ab? = abc = A:%.

Nga AC=02:>BCZ=abc:>B=a—b.
c

Kemi sistemin

Duke zbritur barazimin e dyté nga barazimi i paré merret

ac ab
® . preinga
y+z=—
a
1fac ab bc 1(bc ac ab
y=—|———+— |, 2= ——+—|.
2lb ¢ a 2la b ¢
Nga barazimi x+y=£ merret x:l f_ﬁJra_b .
b 2lb a ¢
. e . ac ab
2) Letéjeté ABC =—abc. Ngjashém si mé sipér kemi Az—F, =—,
c
bc
c=——.
a
Merret sistemi:
x+y—£
b
a
X+Z=—
c
bc
y+z=—
a
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2

c b a

2

=>X=
a b ¢

2 b ¢

a

ifoe s _ab) Y wo te) , _ifa ab be

)

Detyré pér ushtrime
10. A kazgjidhje sistemi i barazimeve

Xty _,
X+2
X424,
Z+y
ZtY g
X+y

10. Sistemi i dhéné transformohet si vijon:
(y+2)?-x*=3  ((y+z-x)(y+z+x)=3
(z+X)P -y’ =4 (z+x-Y)(z+x+Y)=4.
(x+y)?-22=9 |(x+y-2)(x+y+12)=9

Duke i mbledhur ané pér ané barazimet e sistemit té fundit merret

D)

X+y+2)(y+z-X)+(X+y+2)z+x-Y)+(X+y+2)(x+y-2)=16

(X+y+2)(y+zZ—-X+Z2+X-y+Xx+y-2)=16
(X+y+2)(X+y+2)=16= (x+y+12)*=16.
Prax+y+z=40se x+y+z=-4.

1) Nése x+ y =z =4, sistemi (1) kalon né trajtén:
y+zZ—-X=—
4 13 3 7
Z+X-y=1 =>x=—;y=—;2=—.
8 2 8
x+y—z=g
4
2) Nése x+y+z=-4, sistemi (1) kalon né trgjtén

y+z—x——§
4

: 3. /
z+x—y=—1:>x=—§ny=—§,z:—§.

x+y—z——g
4
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Pérfundojmé se bashkésia e zgjidhjeve té sistemit éshté
B37)( 18 3 7
g'2's8)'\ 8 2 8)

11. Tézgjidhet sistemi i barazimeve

Detyré pér ushtrime

x*—4=(y-2)°
y>-9=(z-x)* .
72 -16=(x-Y)?

11. Sépari éshté egartése m=+n, m,n=0. Pse?
Ngabarazimi i dyté merret x—y=4mn=x=y+4mn.
K été e zévendésojmé né barazimin e paré dhe marrim
y +4mn N y
m+n m-n
< ym—yn+4mn(m—n) + ym+ yn=2m(m+ n)(m-n)

=2m < (y+4mn)(m—n) + y(m+n) =2m(m+n)(m—n)

< 2ym=2m(m—n)(M+n-2n) < 2ym = 2m(m - n)?
=y=(M-n)>>0,sepse m=n.

Atéheré x=(m-n)>+4mn=(m+n)>>0, sepse m#—-n.

Pérfundojmé se sistemi ka zgjidhje pozitive.

Shénim. Mé sipér nga ekuacioni 2ym = 2m(m —n)? pjesétuam me 2m. Njé

gjé e tillé éshté e mundur sepse nga kushti mn =0 merret g¢ m=0 dhe
n=0.

12. Ngamosbarazimi i dhéné merret mosbarazimet:
n-2
n+2

1 >1

n-2
n+2

2) <4,técilat dot'i zgjidhim ndaras.

1) Mosbarazimi éshté ekuivalent me mosbarazimin:

L2_1>0®W>0© —4
n+2 n+2 n+2

>0=n+2<0=n<-2.

2) Mosbarazimi éshté ekuivalent me mosbarazimin:
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-2 pgcoeN=2-4n-8 4 —30-10
n+2 n+2 n+2
Kemi rastet:
. {-83n-10<0 .. [-3n-10>0
I {n+2>0 ! {n+2<0 '

Ngarasti i) merret n>—-2. Ngarasti ii) merret n <—%.
Pra n>-2 ose n<—1—§).

Pérfundimisht nga 1) dhe 2) merret n < —1—;) .

Detyré pér ushtrime

Té zgjidhen sistemet e barazimeve

1 n 1 13, n <1<n+2

12, —<——<—. .
12 n-1 6 n+l 4 n+3

13. Nga barazimi i dyté i sistemit kemi x=m+T3y. Zévendésojmé né

barazimin e paré dhe marrim.

(m+2)(m+—23y)+my=5<:>(m+2)(m+3y)+2my:10
< mm+2)+3y(m+2)+2my =10 < y(3m+6+2m) =10—-m(m + 2)
y_1O—m(m+2)
5m+6
Atéheréx=m+§ 10-m(m+2) =m+ 15 _3m(m+2).
2 2 5m+6 2 5m+6 2(5m+6)

Atéheré nga kushti x —g y= % merret

m. 15 3m(m+2) 3( 10 m(m+2) m
2 5m+6 25m+6) 2(5m+6 5S5m+6

m+ 15 3m(m+2) 15 +3m(m+2)_m
2 5m+6 265m+6) 5m+6 2(5m+6)

m—m=0:>m=0.
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Detyré pér ushtrime

. m+1)x+y=3

14, Esté dhéné sstemi )2 mi—s}' Té caktohet parametri realé
m (m=0,m=-1)ashtu gé zgjidhjet e sistemit t&€ plotésojné relacionin
[x+yl=2.

14. Sistemin e dhéné e shkrugimé né trajtén

y<X+2
y=4-X
y>(x-3)/2

Paragesim grafikisht drejtézat y=x+2, y=4—x, y :%3.

y
4

2 y = (x-3)/2

2/ X
Py
/_E y:4

-X

y=x+2

Pjesa e hijézuar paraget zgjidhjen e sistemit té mosbarazimit.

15. Transformojmé sistemin e dhéné si vijon:
{xz +5X+6>0 {(x+2)(x+3) >0
S

x*+1<0 (X+D(x*—x+1) <0

Mé paré kemi treguar se x* —x+1>0, Vx € R. Pramosbarazimi i dyté
(x+1)(x* —x+1) <0 kazgjidhje nése x +1<0, pra x < -1.
Let'i kthehemi mosbarazimit té paré.

Dallojmé rastet:
X+2>0 X+2<0
1) dhe 2) .
Xx+3>0 Xx+3<0

Nga rasti i paré merret x>-2. Megé nga mosbarazimi i dyté morrém
x<—1. Pérfundojmése xe(-2,-1).
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Nga rasti i dyté merret x <—3. Nga mosbarazimi i dyté morrém x <-1.
Pra x <-3.

Pérfundojmé se x e (—0,-3) U (-2,-1).

Detyré pér ushtrime
x*-10x+9>0

15. Tézgjidhet sistemi i mosbarazimeve
x> -x-6<0





