V. TRIGONOMETRIA NE GARA

5.1 TRIGONOMETRIA NE GARA

Né trekéndéshin e dhéné dihen kéto madhési:
a-c=m=12 b=45 y=675".
Té konstruktohet dhe té zgjidhet trekéndéshi.
(Garat Republikane té Matematikés, Slloveni — 1950)

Té caktohen kéndet e ngushté té trekéndéshit kénddrejté te i cili shuma e
kateteve éshté katér heré mé e madhe se lartésia e ndértuar né hipotenuzé.

(Garat Republikane té Matematikés, Slloveni — 1958)

Té zgjidhet barazimi

s nm(% - xj + coslo(% - x) =a.

Pastgj té caktohen zgjidhjet pér a=1.
(Garat Republikane té Matematikés, Slloveni — 1962)

Rrénjét e barazimit ax®+bx+c=0, me koeficienté real a,b,c jané
X, =tga; X, =tgp . Njehsoni vlerén e shprehjes
asin®(o.+B) +bsin(a + B) cos(a. + B) + ccos’ (o + ) .
(Garat Republikane té Matematikés, Slloveni — 1972)
Té zgjidhet barazimi
sin(rIlnx) +cos(ninx) =1.

(Garat Republikane té Matematikés, Slloveni — 1972)
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6. Té paraqgjitet grafikisht funksioni
f(x)= arcsiny/x +arcsiny1-x .
(Garat Republikane té Matematikés, Slloveni — 1982)
7. Té caktohen té gjitha zgjidhjet reale x, y té barazimit
1
log, (cos’ xy + = .
%( I o xy) y2—2y+2
(Garat Regjionae té Matematikés, Slloveni —1996)
8. Pér cfaré vlieraté o -sé dheté x-it vien
log, x+log, 2—2sina<07?
(Garat Republikane té Matematikés, Bosnjé-Hercegoviné — 1964)
9. Caktoni numrin e zgjidhjeve té barazimit
. X
sinx=—
n
né varési té numrit n, ku n éshté numér natyror i ndryshém nga 1.
(Garat Republikane té Matematikés, Bosnjé-Hercegoviné — 1968)
10. Vértetoni se
COSX + COSY — COS(X + Y) sg
pér ¢do x, y. Pér cfaré vleraté x-it dhe y-it vlen barazimi?
(Garat Republikane té Matematikés, Bosnjé-Hercegoviné — 1969)
11. Meset e brinjéve té n-kéndéshit formojné njé n-kéndésh tjetér.
a) Caktoni raportin e syprinave té tyre;
b) Nése vazhdohet procesi i formimit té n-kéndéshit né ményrén e
Sipérpérmendur, caktoni n-in pér técilin vien:
Shuma e syprinave té té gjithé n-kéndéshave éshté katér heré mé e madhe
se syprina e n-kéndéshit té paré.
(Garat Republikane té Matematikés, Bosnjé-Hercegoviné — 1970)
i . o _— sinx+sin3x
12. Téparaqgitet grafikisht funksioni y = ———.
v 1+ cos2x

(Garat Republikane té Matematikés, Bosnjé-Hercegoviné — 1971)
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13. Veértetoni se e mesmja aritmetike e numrave nsinn® (n=24,6,...,180)
éshté ctgl .
(Olimpiada e Matematikés, SHBA — 1996)

14.  Vértetoni se nése 0< x <~ atéheré

sec® x + cosec®x + (sec® x)(cosec®x) > 80
(Kérkimi i talentéve té matematikés né SHBA, 1998 — 1999)
15. Né trekéndéshin ABC, AC>BC, CM éshté mediana dhe CH éshté
lartésia e Iéshuar nga pika C, si¢ shihet né figurén e méposhtme.
Pércaktoni kéndin /MCH nése ZACM dhe /BCH jané 17°.
(Kérkimi i talentéve té matematikés né SHBA, 1999 — 2000)
C

A M H B
Fig. 12

16. Gjashtékéndéshi RSTUVW ésnté konstruktuar duke ndértuar katrorét né
katetet p, g dhe né hipotenuzén e trekéndéshit kénddrejté dhe pastaj jané
bashkuar kulmet, si¢ shihet ngafigura.

U

Fig. 13

Nése dihet se p, g jané numra té ploté té tillé gé p>qg dhe se syprina e
sipérfages RSTUVW éshté 1922, pércaktoni numrat p, g.

(Kérkimi i talentéve té& matematikés né SHBA, 2000 — 2001)
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Supozojmé se pér disa vlera té kéndit x, 0<x<Z vlen Cos3x =£.
2 cosx 3

Pércaktoni SN

3X

pér té njgjtat vlieraté x-it.
(Kérkimi i talentéve té& matematikés né SHBA, 2001 — 2002)

Le té jeté dhéné trekéndéshi ABC dhe le té jeté P piké né AB. Supozojmé
s /BAC=70"; ZAPC =60"; AC = \/5 dhe PB=1.Vértetoni se ABC
éshté trekéndésh barakrahés.

(Garat regjionale té& matematikés, Virgjinia, — 1998)
Nga figura, vértetoni se shuma e sipérfageve né katrorét e jashtém (1, 11

dhe Il1) éshté e barabarté me trefishin e shumés sé sipérfageve té tre
katroréve té brendshém (1V, V, VI).

P X
N Y
I
I VI
Q c W
v M IV/V
M U
111
S T
Fig. 14

(Olimpiada e Matematikés, Holandé — 1992)

1 1 1

Né shumékéndéshi It ALA,,..., I = T
€ shumekeén inerregullt A,A,,.., A vien AA, AIAS+A1A4 e

caktohet n-i.
(Garat Republikane té Matematikés, Serbi, — 1976)

Caktoni vlerén maksimale té raportit té& véllimit té sferés dhe konit té
jashtéshkruar né té.

(Garat Federative té Matematikés, Jugosllavi — 1976)
Rrethi i brendashkruar né trekéndéshin kénddrejté me hipotenuzé c i takon
brinjét e kéndit té ngushté né pikat M dhe N. Vértetoni se MN < Z—fC .

(Garat Federative té Matematikés, Jugosllavi — 1977)



TRIGONOMETRIA NE GARA 87

23.

24.

25.

Sa zgjidhje ka sistemi i barazimeve
COSX; = X,
COSX, = X,

COSX, ; =X,
COSX, =X, ?
(Garat Republikane té Matematikés, Serbi — 1978)

Té tregohet se nése pér kéndet e trekéndéshit o, B dhe y vien

sno+sinB+siny = \/§(c05a+cos|3+c05y)
atéheré s& paku njéri ngakéndet o, B dhe y éshté baraz me %
(Garat Republikane té Matematikés, Serbi — 1979)

Le té jeté ABC trekéndésh barakrahés ashtu gé AB = AC. Supozojmé se
simetralja e kéndit prané kulmit B e pret brinjén AC né pikén D dhe se
vien BC = BD + AD. Pércaktoni kéndin prané kulmit A.

(Olimpiada e Matematikés, Kanada — 1996)

5.2. DETYRA PLOTESUESE TE GARAVE

Le té jeté dhéné trekéndéshi ABC me brinjét a, b, c. Simetralja e kéndit C
epret AB néD. Vértetoni se gjatésia CD éshté
2abcos’
2

a+b
(Olimpiada e Matematikés, Kanada — 1969)

Né trekéndéshin ABC medianet né brinjét AB dhe AC jané normale.
Vértetoni se ctgB +ctgC 2% .
(Olimpiada e Matematikés, Kanda— 1993)

Pika O i takon brendiseé s& paralelogramit ABCD ashtu @é
ZAOB + ZCOD =180°. Vértetoni se ZOBC = Z0ODC.

(Olimpiada e Matematikés, Kanada— 1997)
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4, Drejtézal e tangjenton rrethin S né pikén A; B dhe C jané pika té drejtézés
| dhe jané né ané té kundérta té A-s&, kurse tangjentet tjera té rrethit S, té
ndértuara nga pikat B, C priten né pikén P. Nése |AB|-|AC| éshté
konstant, caktoni vendin gjeometrik té pikave P.

(Olimpiada e 6-té e Matematikés, Irlandé— 1993)

5. Le té jeté x-numér real i tillé g O<x<m. Vértetoni se pé ¢do numeér
natyror n shuma

sin3x sin5x sin(2n-1)x
+ .ot

sSinX+
5 2n-1

éshté pozitive.
(Olimpiada e 6-t& e Matematikés, Irlandé — 1993)

6. Le té jeté dhéné pesékéndéshi i rregullt ABCDE, brinjét e té cilit kané
gatésiné 1. Le té jeté F mes i AB dhe G, H le té jené pika né brinjét CD
dhe DE, pérkatésisht, ashtu g¢ «GFD=/HFD =30". Vértetoni se
trekéndéshi GFH éshté barabrinjés. Né trekéndéshin GFH éshté
brendashkruar katrori njéra brinjé e té cilit shtrihet né brinjén GH.
Vértetoni se FG ka gjatésiné

_ 2c0s18°(cos36°)?
C0os6’

t/3

dhe se brinja e katrorit éshté ———

2+\/§'

(Olimpiada e 13-té e Matematikés, Irlandé — 2000)

t

7. Eshté dhéné n-kéndéshi me perimetér 4. Me r, shénojmé distancén prej
gendrés deri te kulmi i n-kéndéshit dhe me a, distancén prej gendrés deri
te brinja

a) Njehsoni ay, r4, ag, rs. b) Interpretoni a, dher,.
c) Vértetoni se a,, =%(an +r.) dher,, =,/a,, r,.
(Olimpiada e Matematikés, Holandé — 1992)

8.  Vlen cosx =cosy dhe sinx=-siny . Vértetoni se
sin1994x + cos1994y =0.

(Olimpiada e 44-t& Matematikés, Lituani — 1994)
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9. Letéjenéa, b, ¢, d numrareal ngaintervali [—

N a

,— | tétillégé
;| eiie

sina+sinb+sinc+sind =1
dhe

cos2a + cos2b + cos2c + cos2d > %

Vértetoni se a,b,c,d e[o,%}.

(Olimpiada e 2-té Ballkanike e Matematikés, Bullgari — 1985)

10. Caktoni vlerén e raportit% nése né trekéndéshin ABC plotésohet

e A B . B A
relacioni sin®=-cos® —=sn®—.cos®—.

2 2 2
(Olimpiada e 4-té Ballkanike e Matematikés, Greqi — 1987)

11. Letéjeté ABC trekéndésh kéndngushté, dhe letéjené M, N, P kémbézat e
normaleve té léshuara nga gendra e réndimit G e trekéndéshit ABC né
brinjét AB, BC dhe CA, pérkatésisht. Vértetoni se

4 < Savne < 1

27 Syac 4
ku S, 6shté syprina e sipérfages s& trekéndéshit MNP kurse S,,gc
éshté syprina e sipérfages sé trekéndéshit ABC.

(Olimpiada e 16-t€ Ballkanike e Matematikés, ish RJ e Magedonisé — 1997)

12. Letéjeté F, =x"sinrA+y"sinrB+z"sinrC kux,y, z, A, B dhe C jané

numrarea dhe A + B + C éshté shuméfish i plotéi n-s&. Vértetoni se nése
F,=F, =0, atéheré F, = 0 pér ¢cdo numér r té ploté pozitiv.

(Olimpiada e Matematikés, SHBA - 1980)
13. Veértetoni se

1 N 1 - 1 _ cosl’
cosO’ -cosl’° cosl’ -cos2° ~ cos88 -cos89° sin?l

(Olimpiada e Matematikés, SHBA — 1992)
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Letéjenéay, ay, ..., a, numrangaintervali (Ogj tétillé gé

tg(aO —%j+tg(a1—%j+...+tg(an —%) 2n-1.

V értetoni se

n+l

tga, -tga, -----tga, >n"".

(Olimpiada e Matematikés, SHBA — 1998)

Letéjeté P piké e brendshme e katrorit ABCD ashtu gé PA=a, PB=D,

PC=c dhe c®*=a’+2b”. Duke pérdorur kompasin dhe vizoren dhe
duke ditur se a, b, ¢ jané madhési té€ dhéna, konstruktoni katrorin
kongruent me katrorin ABCD.

(Kérkimi i talentéve té matematikés né SHBA, 1999 — 2000)

Letéjené A, B pika jodiametralisht té kundérta té rrethit dhe le té jeté C
mesi i harkut mé té vogél né mes té A-sé dhe B-s€. Le té jené D, E dhe F
pika té pércaktuara nga prerjet e tangjenteve té rrethit né pikat A, B dhe C.
Vértetoni se syprina e sipérfages sé trekéndéshit DEF éshté mé e madhe
Se gjysma e syprinés sé sipérfages sé trekéndéshit ABC.

(Kérkimi i talentéve té& matematikés né SHBA, 2000 — 2001)

Vértetoni se ctglO’ - ctg30° - ctg50° - ctg70° = 3.

(Kérkimi ndérkombétar i talentéve té matematikés, Round — 23)

Brinjét e trekéndéshit a, b, ¢ jané numra té ploté dhe plotésojné kushtet:
a>b dhe kéndi pérballé brinjés c éshté 60" . Vértetoni sea duhet té jeté
NUMEr i pérbéré.

(Kérkimi ndérkombétar i talentéve té matematikés, Round — 28)

Eshté dhéné rrethi me diametér AB, X éshté piké e fiksuar né AB qgé
giendet né mes té A-sé dhe B-s&. Pika P e ndryshme nga pikat A dhe B i
takon vijés rrethore. Vértetoni se pér té gjitha pozitat e mundshme té pikés
P, raporti

tgZ/APX

tg/PAX

éshté konstant.
(Olimpiada e Matematikés, Britani e Madhe — 1999)
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20. Letéjené a<b<c brinjé e trekéndéshit kénddrejté dhe le té jeté p
perimetri i tij. Tregoni se p(p-c)=(p—a)(p—b)=S ku S éshté syprina
e sipérfages sé trekéndéshit.
(“Garat e matematikés “Baltic — Way” —1992)
21. Vértetoni se sin®18" +sin®18° =% .
(Garat e matematikés “Baltic — Way ” — 1995)
22. Letéjenénumrat o, P tétillé gé O<a <[3<g dhe le té jené numrat y
dhe & té definuar me kushtet:
(i) O<y <g dhe tgy éshté e mesmja aritmetike e tgo dhe tgp .

L oghe 1

cosa cosP

(i) 0<6<% dheFlsS éshté e mesmja aritmetike e

Vértetoni se y<5.

(Garat e matematikés “Baltic — Way” — 1998)

23.  Eshté dhéné numri natyror n> 3. Té zgjidhet sistemi i barazimeve
tgx, + 3ctgx, = 2tgx,
tgx, + 3ctgx, = 2tgx,

tox,, + 3ctgx,, = 2tgx,
(Olimpiada e 44-té e Matematikés, Poloni —1992)

24. Té pércaktohen té gjithé numrat e ploté pozitiv n, pér té cilét barazimi
2sinnx = tgx + ctgx ka zgjidhje sipas x-it né bashkésiné e numrave real.

(Olimpiada e 47-té e Matematikés, Poloni — 1995)
25.  Eshté dhéné trekéndéshi ABC né rrafsh, ashtu g¢ ZCAB =« >g. Leté
jeté PQ segment i tillé gé pika A té jeté mesi i tij. Vértetoni se
(BP +CQ)-tg%2 BC.

(Olimpiada e 47-té e Matematikés, Poloni — 1995)
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26. Eshtédhéné n>1, (neN). Té zgjidhet barazimi
[tg"x —ctg"x |= 2n | ctg2x|.
(Olimpiada e 49-té e Matematikés, Poloni —1997)
27.  Caktoni té gjitha zgjidhjet e barazimit
snk0=sin0, 0<0<2x.

(Garat e matematikés APICS, — 1978)
28. Tregoni se (Sinx+cosx)* < 4.

(Garat e matematikés APICS, — 1982)
29.  Caktoni vlerén mé té madhe dhe mé té vogdl té 3sin® x + 2sin2x.

(Garat e matematikés APICS, — 1986)
30. Njehsoni vlerén e shprehjes tg20° - tg40° - tg60° - tg80° .

(Garat e matematikés APICS, — 1989)
31. Gjeni vlerén maksimale té tgA-cosB-sinC, ku trekéndéshi ABC éshté

trekéndésh kéndngushté nété cilin LA</B<ZC.

(Garat e matematikés APICS, — 1991)

32. Letéjené a,a,,...,a, numraté fiksuar real. Funksioni f éshtéi definuar si
vijon
f(x)=a,sinx+a,siN2x+...+a, sinnx
Supozojmé se pér ¢do x vlen | f (X) [<|sinXx|.
Vértetoni se |a, +2a, +3a, +...+na, [<1.
(Garat e matematikés APICS, — 1993)
i . Sf T o 21 of 3m
33. Vértetoni se tg°| = [+t — |+tg°| — |=21.
7 7 7

(Garat e matematikés APICS, — 1994)

34. Vértetoni se sin®(x+a) +Sin*(x+B) — 2cos(o — B)sin(x + o) in(x + B)

éshté funksion konstant i x-it.
(Garat e matematikés APICS, — 1999)
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Té zgjidhet barazimi
tgx + tg2x = 2(1+sin® x +sin* x+...)sin2x .

(Garat Republikane té Matematikés, Slloveni — 1963)

Njehsoni sin2x nése
1 1 1 1
+ +

=7.
tg°x  ctg®x sin®x  cos® x

Savleratéx-it kanéintervalin (0°, 360°) ?

(Garat Republikane té Matematikés, Slloveni — 1965)

Nése 0° < x < 90°, tregoni se 7’ sin” x-cos™® x <12500.
(Garat Republikane té Matematikés, Slloveni — 1972)

Gjashtékéndéshi éshté brendashkruar né rrethin me rreze r . Dy brinjé té
tij kané gjatésiné 1, dy brinjé tjera kané gjatésiné 2 dhe dy brinjét e fundit
e kané gjatésiné 3. Vértetoni se r &shté rrénjé e barazimit
2r®-7r-3=0.
(Garae VIl e matematikés— “Nordic Contest”)

Letéjeté ABC trekéndésh barabrinjés dhe T rrethi i brendashkruar né té.
Nése D, E jané pika né brinjét AB dhe AC, pérkatésisht, té tilla gé DE té
jetétangjente né I, tregoni se
AD AE
—+—=1.
DB EC
(Olimpiada e 8-té Ibero-Amerikane e Matematikés — 1993)
Té zgjidhet sistemi i barazimeve
sinx+2sin(x+y+2z)=0
siny+3sin(x+y+2z)=0
sinz+4sin(x+y+2)=0
(Garat e 14-ta Nacionale t& Matematikés, ish BRSS — 1980)
Kéndet e ngushté a dhe b plotésojné kushtin
(sina)® + (sinb)? =sin(a+b). Vértetoni sea + b = n/2.

(Garat e 17-ta Nacionale té& Matematikés, ish BRSS — 1983)
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42. Vértetoni se pér cdo dy numra pozitiv x, y dhe ¢do numér rea a, vien

X(s.ina)2 . y(cosa)2 <X+V.

(Garat e 18-ta Nacionale t& Matematikés, ish BRSS — 1984)
43. Vértetoni se pér cdo numér natyror n vien

[sin@@) |+]sin(2) [ +...+|sin(3n—1) |+ |sin(3n) > S?n

(Garat e 20-ta Nacionale t& Matematikés, ish BRSS — 1986)

44.  Caktoni a tétillé gé té gjithé numrat

45.

46.

47.

48.

49.

cosa, cos2a, cos4a,..., cos2"a
té jené negativ.
(Garat e 21-ta Nacional e té Matematikés, ish BRSS —1987)
Sa zgjidhje reale ka barazimi

sin(sin(sin(sin(sinx)))) = g .
(Olimpiada Matematike e L eningradid)
Té caktohen té gjitha vlerat e numrit x gé i takojné segmentit [0, 1] gé
plotésojné barazimin sin*(cos’ 3x) + cos* (cos® 3x) =1.
(Olimpiada e 63-t€ e Matematikés né M oské, — 2000)

Té zgjidhet barazimi

1/2)1/2

(snx—(sinx + cosx) = COSX .

(Olimpiada e 63-t€ e Matematikés né M oské, — 2000)

Caktoni té gjitha zgjidhjet e barazimit sinnx-tgnx =tgnx Q€ i takojné
segmentit [0,2000] .

(Olimpiada e 64-t€ e Matematikés né Moské, — 2001)

Té zgjidhet sistemi i barazimeve

2y —x=8nx-sin2y
cosx+5siny=4

(Olimpiada e 64-t€ e Matematikés né Moské, — 2001)
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50. Rrénjét e barazimit kuadratik
ax’+bx+c=0 (a=0)
(a, b, ¢ jané koeficientét e dhéné) jané x, = cosa., X, = COSP .
Té shprehen me anété a,b,c koeficientét p, q té barazimit
y*+py+q=0
nése rrénjét etij jané y, =cos2a., Yy, =COS2 .

(Garat Republikane té Matematikés, Bosnjé Hercegoviné — 1963)

51. Vértetoni se tgx = ctgx — 2ctg2x, (x # kgj dhe né bazé té sg tregoni se

x 1
_+_

1 X
tg— — 2¢ctg2x ,
2 22 g2n g

1
tox+—t —-C
X+ 1g >

ku [x;tkﬁ).
2

52. a) Vértetoni identitetin
tga+tg(a+60") + tg(a+120°) = 3tg3a.

X 1. x
tg? + ... +th? =
(Garat Republikane té Matematikés, Bosnjé Hercegoviné — 1965)

b) Njehsoni vlerén e shprehjes
A =tgl’ +tg5 +tg9” +...+tgl73" + tgl77".

(Garat Republikane té Matematikés, Serbi — 1976)
53. Néseq, B dhey jané kéndet e njé trekéndéshi jokéndgjeré, vértetoni se
sina.+sSinf3 +siny > cosa + COSP + COSy.

(Garat Federative té Matematikés, Jugosllavi — 1976)

54,  Caktoni vlierén mété vogé dhe vierén mé té madhe té funksionit
f (X, y) =cosx+cosy —cos(X+Y).

(Garat Republikane té Matematikés, Serbi — 1977)

55. Le té jeté S syprina e katérkéndéshit konveks ABCD, kurse S,, S,
syprinat e trekéndéshave AOB dhe COD, ku O éshté pika ku priten
diagonalet e kétij katérkéndéshi. Vértetoni se /S, +.4/S, <+/S. Kur vlen
shenja e barazimit?

(Garat Republikane té Matematikés, Serbi — 1977)



